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Introducción 


El libro que tienes en tus manos es el sexto de la serie de Ingenio 
de la colección Ciudad de las Ciencias. En los volúmenes Proble- 
mas de ingenio para Primaria, Secundaria y Bachillerato nos estor- 
zamos en hacerte ver que hay infinidad de problemas interesantes 
relacionados con las matemáticas con los que se puede aprender 
a la vez que divertirse. En el libro Mate a las mates te mostramos 
que con el tablero y las piezas de ajedrez se pueden plantear y re- 
solver gran cantidad de problemas. 


Ahora es el turno de los puzles. Pero, ¿es posible que haya al- 
guna relación entre puzles y matemáticas? La respuesta es afir- 
mativa: los puzles y las matemáticas pueden estar muy relaciona- 
dos. En esta publicación verás cómo son las piezas del antiguo 
tangram y cómo pueden, por ejemplo, formarse con ellas exacta- 
mente 13 figuras convexas diferentes además de multitud de figu- 
ras de animales, personas u objetos. También te presentaremos 
otros tipos de tangram como pueden ser el del huevo, el del cora- 
zón o el antíquisimo stomachion. En todos ellos estudiaremos al- 
gunas de sus propiedades a parte de divertirnos construyendo gran 
cantidad de figuras diferentes, algunas casi imposibles. Además 
de los mencionados tangrams también te presentaremos las poli- 
formas (poliminós, polihexes, poliamantes y poliábolos) que estu- 
diaremos y con las que jugaremos. 
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También veremos algunas demostraciones del Teorema de Pi- 
tágoras que se basan en la reconstrucción de un puzle y construi- 
remos algunas estrellas utilizando piezas que, a su vez, forman 
otras figuras geométricas. 


Para acabar, encontrarás la sección cajón desastre llamada así 
porque será el contenedor de todo tipo de puzles que no caben en 
ninguna de las secciones anteriores (tarjetas que deberás colocar 
en orden, un puzle de tres piezas que te traerá unos cuantos mi- 
nutos de cabeza, una T partida, un tablero de ajedrez hecho pe- 
dazos...) 


En resumen, pongo en tus manos (y en tus tijeras) 170 retos que 
pondrán tu mente a prueba. ¡Atrévete a cortar, montar y jugar! 


Miquel Capó Dolz 
Profesor de Secundaria 


Con seguridad, el mejor camino para despertar a un estudiante 
consiste en ofrecerle un intrigante juego, puzle, truco de ma- 
gía, chiste, paradoja, pareado de naturaleza matemática o cual- 
quiera de entre una veintena de cosas que los profesores abu- 
rridos tienden a evitar porque parecen frivolas. 


Martin Gardner 
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ENUNCIADOS 


11.1. TANGRAMS 


1. EL TANGRAM DE 7 PIEZAS 


El tangram es un juego chino muy antiguo consistente en formar 
determinadas figuras utilizando 7 piezas dadas. Toda figura debe- 
rá cumplir dos condiciones: 1) utilizar las 7 piezas y 2) no solapar 
ningún par de piezas. Entre estas 7 piezas (también denominadas 
tans) podemos encontrar 5 triángulos (de 3 tamaños diferentes), 1 
cuadrado y 1 paralelogramo. 


El origen del juego es incierto, de hecho, existen varias versiones 
acerca de su invención. Una de ellas cuenta que apareció entre los 
años 618 y 907 de nuestra era cuando en China reinó la dinastía 
Tang (de donde puede proceder el nombre del juego). Se cree que 
se originó a partir de un conjunto de mesas de diferentes formas 
que se podían unir para formar una gran mesa cuadrada (Figura 1). 


Figura 1 


Las primeras noticias que se tienen del juego aparecen en publi- 
caciones chinas del siglo xix (concretamente de 1813), pero por 
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aquel entonces el juego ya se había extendido a otros países. Tam- 
bién a partir del siglo xix se publicaron en América y Europa algu- 
nas traducciones de libros chinos donde se explicaban las normas 
del juego. En aquellos momentos el puzle se hizo tan popular, que 
pasó de ser jugado por niños y mujeres a ser apreciado por las más 
altas personalidades de la sociedad de la época. Cabe destacar, a 
modo de anécdota, que fue uno de los juegos preferidos por Na- 
poleón durante su exilio en la isla de Santa Helena. Sam Loyd y Le- 
wis Carroll fueron otros de los seguidores del juego. 


Actualmente se tienen recopiladas más de 16.000 figuras creadas 
a partir de las siete piezas y todavía hoy es utilizado en psicología, 
educación física, diseño, filosofía, pedagogía y, como verás a con- 
tinuación, especialmente en matemáticas. 


PROBLEMA 1 
Construcción del tangram 


Si dibujas un cuadrado y lo divides en 16 cuadrados iguales, po- 
drás dibujar, sin excesivas dificultades, las 7 piezas que forman el 
Tangram. Basta que copies la siguiente figura. 


Coge una cartulina tamaño DIN A-4, dibuja en ella un cuadrado de 
16 cm de lado y seguidamente divídelo como aparece en la figura 
anterior. Finalmente, corta las 7 piezas y estarás en condiciones de 
disfrutar del juego. 


PROBLEMA 2 
Midiendo las piezas 


Una vez presentado el puzle, intenta resolver las siguientes cues- 
tiones: 


a) Construye en una cartulina lo más precisamente que puedas las 
7 piezas que forman el tangram. 


b) Si el lado del cuadrado mayor mide 4 cm, calcula el área y el 
perímetro de cada pieza. 


c) Calcula la fracción del total que ocupa cada una de las siete 
piezas. 


d) Calcula el tanto por uno, el tanto por ciento y el tanto por mil del 
total que ocupa cada una de las piezas. 


e) Supón que definimos como unidad de área a la superficie del 
triángulo menor. Calcula, en función de esta unidad de área, el 
área de las demás piezas del juego. Haz lo mismo con las de- 
más piezas, es decir, llama unidad de superficie al área de una 
de las 7 piezas y pon el área de las demás en función de esta. 


f) Si suponemos que la diagonal principal del cuadrado del que 
salen las 7 piezas mide una unidad, calcula el área y el períme- 
tro de todas las piezas en función de esta unidad. 


g) Dibuja los ejes de simetría de cada una de las piezas. 


h) Calcula la medida de cada uno de los ángulos de cada pieza. 


PROBLEMA 3 
Coloreando las piezas 


Supón que solamente tenemos dos colores (blanco y negro, por 
ejemplo) y queremos colorear las piezas. Podemos pintarlas de 
unas cuantas formas (en la figura puedes ver un par de formas de 
hacerlo), pero, ¿sabrías calcular exactamente de cuántas formas 
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podemos pintar las piezas? ¿Y si disponemos de 3 colores? ¿Y con 
4 colores? ¿Y con 5? 


Nota: consideraremos las piezas distinguibles, es decir, conside- 
raremos que los dos triángulos mayores son diferentes. 


Pregunta para los más valientes: supón ahora que disponemos 
de 7 colores diferentes, pero no queremos repetirlos. En este ca- 
so, ¿de cuántas formas distintas podemos pintar las piezas? 


Nota: esta vez consideraremos los pares de triángulos iguales co- 
mo si fueran indistinguibles. 


PROBLEMA 4 
Demostración de un caso particular 
del Teorema de Pitágoras 


Sobre la hipotenusa de un triángulo rectángulo isósceles podemos 
construir un cuadrado dividido en las 7 piezas que forman el juego 
del tangram. ¿Sabrás repartir las 7 piezas sobre los 2 cuadrados 
dibujados sobre los 2 catetos de manera que se demuestre el Te- 
orema de Pitágoras para este caso particular? 


PROBLEMA 5 
El Teorema de Pick 


El Teorema de Pick es una fórmula que relaciona el área de un po- 
lígono cuyos vértices tienen coordenadas enteras con el número 
de puntos, también con coordenadas enteras, que hay en su inte- 
rior y su borde. Dicho teorema fue enunciado por Georg Alexander 
Pick en 1899 y dice lo siguiente: 


Sea P un polígono cuyos vértices tienen coordenadas enteras. Si B 
es el número de puntos enteros en el borde e | el número de pun- 
tos enteros en su interior, entonces el área A del polígono vendrá 
dada por la siguiente expresión: 


Alda 
2 


Veamos un ejemplo de aplicación de dicho teorema. Calcularemos 
el área del polígono que aparece en la figura de dos formas: por 
triangulación y utilizando el Teorema de Pick. En los dos casos ob- 
tendremos el mismo resultado. 
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Por un lado, el cuadrilátero está formado por dos triángulos. El trián- 
gulo 1 (T1) tiene 6 unidades de base y 4 de altura. Así Ay, = 12u*?, El 
triángulo 2 (T2) tiene la misma base, pero solamente 3 unidades de 
altura. Así A, = 9u?. Por tanto, el área del cuadrilátero obtenida me- 
diante el tradicional método de triangulación es de 12 + 9 = 21u?. 


Veamos cómo aplicando el Teorema de Pick el resultado obtenido 
es el mismo. Como se puede ver en la figura de la derecha, el nú- 
mero de puntos sobre el borde del cuadrilátero es 12: B = 12. El 
número de puntos interiores al cuadrilátero es 16: | = 16. Según la 
fórmula de Pick, el área del cuadrilátero vendrá dada por: 


A=l+ 2-13 A= 164 P-1= 16+6-1=21u? 


Una vez expuesto el Teorema de Pick, ¿sabrás calcular el área de 
cada una de las piezas del tangram utilizando dicho teorema? 


PROBLEMA 6 
¡A montar figuras! 


Consigue formar las siguientes figuras utilizando en cada caso las 
7 piezas que forman el juego del tangram. También puedes com- 
petir con tus amigos para saber quién es capaz de formar más fi- 
guras en menos tiempo. 


PROBLEMA 7 
La paradoja del tangram 


Con las 7 piezas del tangram hemos montado la figura que aparece a 
la izquierda, pero con las mismas 7 piezas hemos formado la figura 
que aparece a la derecha. ¿Puedes explicar por qué una de las dos 
tiene pie y la otra no si han sido hechas con las mismas 7 piezas? 


PROBLEMA 8 
El logotipo del Día Mundial de la Salud 


Aquí tienes el logotipo del Día Mundial de la Salud de 2005. En él 
aparecen un padre, una madre con un bebé y un hijo. Cada uno de 
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ellos ha sido formado por 6 de las 7 piezas del tangram (en los tres 
casos se ha cambiado el cuadrado por un círculo). ¿Sabrás construir 
con tus piezas cada uno de los tres integrantes de esta familia? 
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PROBLEMA 9 
¡A montar figuras! Il 


Utilizando en cada caso las 7 piezas del juego del tangram, consi- 
gue montar las siguientes figuras: 


Made el 


PROBLEMA 10 
Las estanterías tangram 


El tangram es tan famoso que incluso 
se han hecho juegos de estanterías si- 
mulando sus piezas. En la siguiente fi- 
gura tienes un par de estanterías he- 
chas con las 7 piezas del tangram. 
¿Sabrás descubrir cómo están colo- 
cadas las piezas para poder formarlas? 


Nota: hemos modificado un poco las fotografías de las dos estan- 
terías para que no sea inmediato situar las piezas. 


PROBLEMA 11 
¡A montar figuras! 111 


¡A ver cuántas figuras consigues montar! 


¡CIEN 
41 A 1 


Í ww 
PROBLEMA 12 


Un tangram doble 


Junta las 7 piezas de tu tangram con las 7 del de un amigo tuyo y, 
con las 14 piezas obtenidas, formad un único cuadrado. 
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PROBLEMA 13 
Los 13 convexos 


En 1942 dos matemáticos chinos, Fu Traing Wang y Chuan-Chih 
Hsiung, demostraron que con las 7 piezas del tangram solamente 
se pueden formar 13 figuras convexas diferentes. Para ayudarte, 
en la siguiente figura encontrarás 3 de las 13 figuras. Descubre có- 
mo colocar las piezas para formarlas y encuentra las otras 10. 


AM 405 E 


Nota: se dice que una figura geométrica es convexa si cualquier 
par de puntos de la figura se puede unir por medio de un segmen- 
to que esté contenido integramente dentro de la figura. De las dos 
figuras siguientes, la primera es convexa y la segunda no (observa 
que para el par de puntos escogidos, el segmento que los une se 
sale de la figura). 


Seas, 


Para seguir jugando... 


Aquí tienes más figuras por si quieres seguir dándole al coco: 


2. EL TANGRAM MÍNIMO DE BRÚGNER 


En 1984 el matemático alemán Georg Brúgner creó, a partir de un 
rectángulo especial, un tangram de 3 piezas. Las piezas de dicho 
tangram cumplen que el ángulo DEC (mira la siguiente figura) es 
recto y la distancia EC es igual a la distancia BC. En la figura pue- 
des ver el rectángulo del que partió y las piezas que obtuvo: 


D e 
A B 
PROBLEMA 1 


Construcción del tangram de Brúgner 


Empezando por el lado BC, ¿sabrías construir en una cartulina un rec- 
tángulo con el que obtener las 3 piezas del tangram de Brúgner? 


PROBLEMA 2 
Triángulos semejantes 


Demuestra que los tres triángulos que forman el tangram de Brúg- 
ner son semejantes. 


PROBLEMA 3 
Para los más valientes 


Este problema solamente va dirigido a los alumnos de Bachillera- 
to más valientes. Intentad resolver las siguientes cuestiones: 


a) Encontrar la proporción AB/BC. 
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b) Encontrar los ángulos de cada pieza (por lo dicho en el proble- 
ma 2, bastará encontrar los ángulos de una de las piezas). 


c) Encontrar la proporción CE/EA. 


d) Encontrar el área y el perímetro de cada una de las piezas si su- 
ponemos que el lado BC mide una unidad. 


PROBLEMA 4 
Los 16 convexos 


Como en el caso del tangram de las 7 piezas, con el tangram de 
Brúgner se pueden construir unas cuantas figuras convexas. En 
este caso se pueden construir exactamente 16 figuras convexas. 
En la siguiente figura aparecen 3 de las 16 figuras, ¿sabrás encon- 
trar y construir las demás? 


Nota: si no tienes claro qué es una figura convexa, revisa el pro- 
blema 13 del tangram de las 7 piezas. 


Mu A 


3. EL TANGRAM DEL HUEVO 


El tangram del huevo (también llamado Huevo de Colón) es un 
puzle en forma de ovoide dividido en 9 piezas. Como en los demás 
tangrams, a partir de las 9 piezas vamos a poder formar bonitas fi- 
guras. Parece ser que la primera compañía que lo comercializó fue 
Richter, una empresa alemana. En 1963 dejaron de producirlo, pe- 
ro actualmente se ha retomado su fabricación. 


PROBLEMA 1 
Construcción del tangram 


Coge cartulina, regla y compás y sigue los siguientes pasos; cuan- 
do termines tendrás el tangram del huevo construido. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


1 


=> 
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Construye un segmento de 20 cm de longitud llamando D y G 
a sus extremos. 


Dibuja una circunferencia de 10 cm de radio y centro en el pun- 
to medio del segmento DG. 


Dibuja el diámetro perpendicular al diámetro DG. Llama C al 
punto de corte superior de este diámetro con la circunferencia 
trazada. Llama | al mismo corte de la parte inferior (figura 1). 


Dibuja una recta que pase por los puntos D y C. 
Dibuja otra recta que pase por los puntos G y C. 


Con centro en G y radio GD, dibuja un arco de circunferencia 
que empiece en D y corte a la recta que pasa por G y C. Llama 
A al punto de corte. 


Igual que en el punto anterior, dibuja un arco de circunferencia 
con centro en D y radio DG desde el punto G hasta que corte a 
la recta que pasa por D y C. Llama B al punto de corte. 


Con centro en C y radio CA, dibuja un arco de circunferencia 
entre A y B. 


Llama H a la intersección del arco de circunferencia hecho con 
centro en | y radio AC. 


Llama E y F a la intersección del arco de circunferencia hecho 
con centro en H y radio AC. 


Si has seguido todos los pasos tendrás las 9 piezas del tangram 
del huevo. Son las que puedes ver en la figura 2. 


Figura 1 Figura 2 
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Para los más atrevidos: también puedes construir las piezas uti- 
lizando el programa Geogebra. 


PROBLEMA 2 
El área y el perímetro de las piezas 


Si suponemos, como en el problema anterior, que el diámetro de 
la circunferencia construida sobre el segmento DG mide 20 cm, 
¿sabrías calcular el área y el perímetro de cada una de las piezas 
que forman el tangram? No es un problema fácil, pero verás que 
es bonito buscar estrategias para intentar resolverlo. 


PROBLEMA 3 
¡A montar figuras! 


Con las 9 piezas del tangram del huevo se puede formar un gran 
número de figuras diferentes (especialmente de aves). ¿Sabrás 
montar las siguientes? 


4. EL TANGRAM DEL CORAZÓN 


PROBLEMA 1 
Construcción del tangram 


Como verás en la siguiente figura, el tangram del corazón es otro 
tipo de tangram de 9 piezas entre las que podemos encontrar 1 
cuadrado, 5 sectores circulares, 1 triángulo rectángulo, 1 trapecio 


y 1 romboide. Como habrás adivinado, el nombre de tangram del 
corazón proviene del hecho de que las 9 piezas pueden unirse pa- 
ra formar una especie de corazón. 


Coge una cartulina tamaño DIN A-4, construye en ella un cuadra- 
do de 5 cm de lado y, a partir del cuadrado, todas las demás pie- 
zas. Ten cuidado, deberás colocar bien el cuadrado para que las 
demás piezas quepan en la cartulina. 


y 


Calculando el área y el perímetro de cada pieza 


¿Sabrías calcular el área y el perímetro de cada una de las piezas 
que forman el tangram del corazón construido en el apartado an- 
terior? 


PROBLEMA 3 
Un tangram doble 


Si un amigo tuyo ha construido un tangram partiendo de un cuadra- 
do de lado doble, es decir, de 10 cm de lado, ¿sabrías calcular el 
área y el perímetro de las piezas de tu amigo sin necesidad de rea- 
lizar de nuevo los cálculos hechos en el problema anterior? ¿Cómo? 
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PROBLEMA 4 
¡A montar figuras! 


Con las 9 piezas que has construido en el primer problema, inten- 
ta formar las siguientes figuras: 


PROBLEMA 5 
Area y perímetro de las figuras anteriores 


¿Sabrías calcular el área y el perímetro de las dos figuras hechas 
en el problema 47 


PROBLEMA 6 
Para tus amigos 


Tú ya conoces la composición y la forma de colocar las 9 piezas pa- 
ra formar el corazón, pero seguro que tus amigos no la conocen. Pue- 
des aprovechar esto para proponerles que monten, en el menor tiem- 
po posible, un corazón con las 9 piezas que forman el puzle. 


¡También os podéis animar a formar nuevas composiciones! 
PROBLEMA 7 
¡A montar figuras! Il 


Si quieres seguir divirtiéndote con el tangram del corazón, intenta 
formar las siguientes figuras: 


5. EL STOMACHION 


En dos manuscritos atribuidos a Arquímedes ha sobrevivido un anti- 
guo juego que los griegos llamaban stomachion. Uno de los dos ma- 
nuscritos es una traducción árabe y el otro es un manuscrito griego que 
data del siglo x y que fue descubierto en Constantinopla en 1899. No 
se sabe a ciencia cierta si Arquímedes inventó el juego o si simplemente 
exploró los aspectos geométricos que se pueden derivar de él. 


Como verás, el puzle está formado por 14 piezas poligonales que 
encajan en un cuadrado. El objetivo, como en el caso del tangram, 
será rearmar las piezas para formar interesantes figuras (gente, ani- 
males, objetos) entre las cuales destaca un elefante. 


En el problema 1 te presentaremos las piezas y te enseñaremos a 
construirlo. 


PROBLEMA 1 
Construcción del stomachion 


Dibuja un cuadrado de 12 cm de lado. 
Divide el cuadrado en una cuadrícula 
de 12x12 casillas de 1 cm de lado. 
Una vez tengas la cuadrícula, marca 
las piezas como puedes ver en la si- 
guiente figura y recórtalas. 
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PROBLEMA 2 
Otros cuadrados 


Como has visto en el problema anterior, las 14 piezas del stoma- 
chion pueden unirse para formar un cuadrado. De hecho, en no- 
viembre de 2003, Bill Cutler demostró que hay exactamente 536 
formas diferentes de situar las 14 piezas para formar un cuadrado 
(si no considerásemos iguales dos composiciones que solamente 
se diferencian por una rotación o una reflexión, el número sería mu- 
cho más elevado). Nosotros no te pedimos tanto, solamente que- 
remos que encuentres otras 3 formas de reorganizar las 14 piezas 
para formar un cuadrado. 


PROBLEMA 3 
Area y perímetro de cada pieza 


¿Tendrás la paciencia suficiente para calcular el área y el períme- 
tro de cada pieza? 


PROBLEMA 4 
El área por otras dos vías 


a) El Teorema de Pick: consulta el problema 5 del apartado del 
tangram de 7 piezas en el que se explica el Teorema de Pick. 
Comprueba, utilizando dicho teorema, que se obtienen las mis- 
mas superficies que aparecían en el problema 2. 


b) La fórmula de Herón: la fórmula de Herón (en honor de Herón de 
Alejandría, un ingeniero griego) dice que en todo triángulo de lados 
a, b y c su área viene determinada por la siguiente expresión: 


A=/p-(p=a)- (p=b)(p=0) 
donde p es el semiperímetro del triángulo, es decir: 


_a+b+c 
2 


Comprueba, utilizando dicha fórmula, que las áreas obtenidas en 
el problema 2 son correctas. 


PROBLEMA 5 
¿Qué fracción? 


Calcula la fracción del cuadrado original que ocupa cada una de 
las piezas comprobando que la suma de todas las fracciones es 
igual a la unidad. 


PROBLEMA 6 
Para los alumnos de Bachillerato 


¿Serías capaz de calcular los ángulos de cada una de las piezas? 


PROBLEMA 7 
De cuadrado a otros polígonos 


Utilizando las 14 piezas del tangram, forma los siguientes polígonos: 


a) Un paralelogramo. 
b) Un triángulo. 
c) Un hexágono. 


PROBLEMA 8 
El famoso elefante 


Al hablar del stomachion de Arquímedes es bastante común en- 
contrar el siguiente elefante. ¿Sabrás montarlo? 
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PROBLEMA 9 
¡A montar figuras! 


Con las 14 piezas que forman el stomachion, construye las si- 
guientes figuras geométricas: 


AF Ms 


PROBLEMA 10 
Una variante un poco más sencilla del stomachion 


Como puedes ver en la siguiente imagen, existe una variante un 
poco más sencilla del stomachion que solamente tiene 11 piezas. 
Es la siguiente: 


¿WU 
¿Y VIVA 


Nota: a la izquierda aparecen las 11 piezas del stomachion modifi- 
cado y a la derecha, los 3 cortes que lo convertirían en el stomachion 
clásico. 


Utilizando esta variante, intenta resolver las siguientes propuestas: 


a) Como en el caso del stomachion clásico, hay infinidad de dis- 
posiciones de las 11 piezas que forman un cuadrado, ¿sabrías 
encontrar tres de estas disposiciones? 


b) Utilizando las 11 piezas, forma las siguientes figuras: 


y 
yy 


6. OTRAS IDEAS PARA JUGAR 
CON LOS TANGRAMS 


1) Minitangram 


Aquí tienes las 5 piezas que conforman una variante sencilla del tan- 
gram de 7. Intenta formar con ellas las figuras negras. 


MAS 
UA um 


2) Calcula, a partir de los resultados obtenidos en el problema 2 
del stomachion, el área y el perímetro de un puzle que tenga 24 cm 
de lado en lugar de 12. Recuerda que no debes repetir los cálcu- 
los, solamente tienes que transformarlos. 


¿Sabrías aprovechar estos mismos cálculos para averiguar el área 
y el perímetro de todas las piezas que forman el stomachion mo- 
dificado? 
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3) El tangram de Fletcher 


Otro tipo de tangram es el de Fletcher. En la siguiente figura podrás 
encontrar sus piezas formadas a partir de un cuadrado: 


Una vez presentado el tangram de Fletcher, te puedes dedicar a 
construir figuras convexas, calcular el área y el perímetro de cada 
una de las piezas o formar tus propias figuras y proponerlas a tus 
amigos. ¡Utiliza tu imaginación! 


4) Personaliza tu tangram. En lugar de fabricarte tu tangram sobre 
una cartulina, puedes hacerlo sobre una fotografía que te guste, así 
lo tendrás más fácil para reconstruir el cuadrado original. 


5) Crea tu propio tangram. Parte de un cuadrado o un rectángulo 
y córtalo en un número moderado de piezas (de 5 a 10, por ejem- 
plo). Crea tus propias figuras y propón a tus compañeros que las 
resuelvan. También puedes crear nuevas figuras utilizando el tan- 
gram de 7 piezas original. 


En definitiva, ¡pon tu imaginación a funcionar! 


1.2. POLIFORMAS 


Podríamos definir una poliforma como una figura plana construida 
uniendo polígonos idénticos. Dichos polígonos son normalmente 
(aunque no necesariamente) polígonos convexos que teselan el pla- 
no (cuadrados, triángulos o hexágonos). Por ejemplo, cuando los 
polígonos unidos son cuadrados, obtenemos los poliminós; cuan- 
do se trata de hexágonos, los polihexes; y cuando son triángulos, 
los poliamantes. A continuación desarrollaremos un poco más es- 
tas tres poliformas. 


1. LOS POLIMINÓS 


Los poliminós son poliformas que tienen al cuadrado como forma 
base. Es decir, son figuras geométricas planas realizadas a partir 
de la unión de cuadrados idénticos de manera que cada cuadrado 
tenga, como mínimo, un lado en común con algún otro cuadrado. 


Si se unen solamente 2 cuadrados los llamamos dominós (¿te sue- 
na el nombre?). A los que usan 3 cuadrados los denominamos tri- 
minós, tetraminós a los que reúnen 4 y, de la misma forma, llama- 
mos pentominós y hexaminós a los que se forman a partir de 5 y 6 
cuadrados, respectivamente. 


Los poliminós se conocen desde muy antiguo aunque el primero 
en ponerles nombre fue Solomon W. Golomb en 1953 (matemáti- 
co e ingeniero nacido en 1932). Posteriormente, Martin Gardner los 
popularizó. 
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Como verás, los poliminós dan pie a numerosos problemas de ma- 
temática recreativa. La primera cuestión que surge de forma natu- 
ral al dar la definición de dominó, triminó, tetraminó, pentominó, 
hexaminó... es calcular el número exacto de piezas diferentes que 
hay de cada tipo. Es decir, ¿cuántos dominós diferentes existen? 
¿Y cuántos triminós? ¿Y tetraminós? 


PROBLEMA 1 


Dibuja todos los dominós, triminós y tetraminós existentes. 


Nota: consideraremos que dos poliminós son iguales si uno se pue- 
de superponer al otro por translación, rotación o reflexión. Por ejem- 
plo, consideraremos que estos tres pentominós son iguales: 


PROBLEMA 2 
Los pentominós 


Ahora que has encontrado todos los dominós, triminós y tetraminós, 
atrévete a encontrar todos los pentominós. ¿Te dejarás alguno? 
PROBLEMA 3 

Los hexaminós (para los más valientes) 

¿Te atreves a encontrar los 35 hexaminós? 

PROBLEMA 4 

Areas y perímetros de los pentominós 


Todos los pentominós tienen la misma superficie (¿sabrías explicar 
por qué?), pero, ¿tienen todos el mismo perímetro? En caso de que 


tengan todos el mismo perímetro, explica por qué y, en caso con- 
trario, calcula el perímetro de cada uno de ellos. Intenta deducir 
una propiedad general que cumplan dos o más figuras geométri- 
cas con la misma superficie. 


PROBLEMA 5 
Los hexaminós forman un cubo 


Como seguramente ya sabes, el siguiente desarrollo se corres- 
ponde al desarrollo plano de un cubo, pero, ¿es el único desarrollo 
plano que puede tener un cubo? ¿Cuántos de los hexaminós pue- 
den plegarse para formar un cubo? ¿Sabrás encontrarlos todos? 


Ap) 


PROBLEMA 6 
Los pentominós forman un rectángulo 


Con los 6 pentominós que quedan, forma otro rectángulo de di- 
mensión 5x6 de manera que se pueda acoplar al rectángulo que te 
damos, formando así un solo rectángulo de dimensión 5x12. 


O 
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PROBLEMA 7 
Los pentominós forman muchos rectángulos 


Utilizando los 12 pentominós, forma los siguientes rectángulos: 


a) Un rectángulo de dimensión 10x6. 

b) Un rectángulo de dimensión 12x5 diferente al que aparece en 
el apartado anterior. 

c) Un rectángulo de dimensión 15x4. 

d) Un rectángulo de dimensión 20x3. 


PROBLEMA 8 
Unos cuantos cuadrados 


Es evidente que con los 12 pentominós (60 cuadrados) no pode- 
mos formar un cuadrado. De hecho, el cuadrado más próximo que 
podemos formar con las piezas será uno de 8x8 cuadrados unita- 
rios, pero, evidentemente, quedarán 4 cuadrados por cubrir. Según 
en qué lugar dejemos los 4 huecos, podremos formar las siguien- 
tes composiciones, ¿sabrás hacerlo? 


PROBLEMA 9 
Fácil 


Si tantos pentominós te abruman, intenta construir las siguientes 
figuras que necesitan menos piezas: 


a) Con las piezas U, X, L, T y P forma un rectángulo 
b) Con las piezas Y, T, P y L forma un rectángulo. 

c) Con las piezas U, V y P forma un rectángulo. 

d) Con las piezas T, W, Y, L y V forma un cuadrado. 
e) Con las piezas V, L, N, U y Z forma un cuadrado. 


Nota: te conviene razonar primero cuáles serán las dimensiones 
de cada rectángulo y cada cuadrado. Si lo piensas, verás que en 
todos los casos las dimensiones de la figura que debemos obte- 
ner son únicas. 


Cada letra que se nombra en cada uno de los apartados se co- 
rresponde con una pieza. En el apartado de soluciones del proble- 
ma 2 de este bloque, encontrarás todas las piezas con sus res- 
pectivas letras. 


PROBLEMA 10 
Fácil 11 


Siguiendo con construcciones simples, intenta formar en todos los 
casos un rectángulo: 


a) Utilizando las piezas P, U, E 
b) Utilizando las piezas RP U, N. 
c) Utilizando las piezas P L, V. 
d) Utilizando las piezas T, L, Y. 
e) Utilizando las piezas P, U, Y. 


PROBLEMA 11 
Otras figuras 


¿Serás capaz de construir alguna de las siguientes figuras utilizando 
los 12 pentominós? ¿Cuántas? 


ul 
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PROBLEMA 12 
Un juego con los pentominós 


El siguiente enunciado más que un problema es un juego para dos 
jugadores. Cada uno de los jugadores irá colocando de forma al- 
ternativa un pentominó sobre una cuadrícula de 8x8 casillas de 
idéntico tamaño al de las piezas. Pierde el primer jugador que no 
pueda colocar ninguna de las piezas que queden. ¿Sabrás ganar 
a tu compañero? 


Nota: podéis pactar algunas variantes del juego como, por ejem- 
plo, que los dos tengáis los 12 pentominós o que os repartáis los 
12 pentominós antes de comenzar la partida. 


PROBLEMA 13 
Y ahora, ¡el ZOO pentomínico! 


Con los 12 pentominós, forma estos tres animales: 


PROBLEMA 14 
Encerrando la máxima superficie con los tetraminós 


Observa la siguiente figura; como puedes ver, utilizando los 5 te- 
traminós hemos construido una cadena cerrada que contiene 27 
cuadrados de superficie (contando también los que ocupan los te- 
traminós). ¿Sabrías encontrar otra disposición de las piezas que 
encierre la misma superficie? ¿Serás capaz de mejorar nuestra mar- 
ca? Es decir, ¿sabrás construir una cadena cerrada con los 5 te- 
traminós de manera que encierre más superficie que la nuestra? 


Pista: para que no vayas muy perdido, te informamos de que tene- 
mos una solución que encierra 29 cuadrados. ¿Sabrás encontrarla? 


PROBLEMA 15 
El pi-puzle 


Utilizando los 12 pentominós, forma la siguiente figura del famosí- 
simo número pi. 
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PROBLEMA 16 
Del 1 al 5 en cada fila y cada columna 


Con los siguientes 5 pentominós numerados, forma un cuadrado 
de manera que en cada fila y cada columna aparezcan los 5 pri- 
meros números naturales. 


Nota: los números no tienen por qué leerse en horizontal. 


PROBLEMA 17 
Autorréplica 


Utiliza 4 triminós, como el que aparece en la siguiente figura, para 
obtener otra figura semejante (en el sentido matemático de la pa- 
labra) al triminó original. 


PROBLEMA 18 
Autorréplica 11 


Utiliza ahora 9 triminós, como el que aparece en la figura, para crear 
una figura semejante (en el sentido matemático de la palabra) al 
propio triminó original. 


PROBLEMA 19 
Autorréplica 111 


a) Utiliza 4 tetraminós, como el que aparece en la figura, para for- 
mar otro figura semejante (en el sentido matemático de la pala- 
bra) a la propia pieza original. 


b) Haz lo mismo que se pide en el apartado anterior utilizando esta 
vez 4 pentominós como el que aparece en la siguiente figura. 
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PROBLEMA 20 
¿Forman un rectángulo los 5 tetraminós? 


En la siguiente figura vuelven a aparecer los 5 tetraminós. ¿Crees 
que se podría formar un rectángulo utilizándolos todos? 


1 


Nota: no los hemos coloreado por capricho. 


PROBLEMA 21 
Los tetraminós superpuestos forman un cuadrado 


Hemos ido superponiendo los 5 tetraminós hasta obtener el cua- 
drado que aparece en la siguiente figura. ¿Sabrías decirnos cuál 
ha sido el orden en el que los hemos ido superponiendo y dónde 
está cada pieza? 


Nota: hemos nombrado cada pieza para que te sea más fácil si- 
tuarlas sobre el cuadrado. 


PROBLEMA 22 
Unos pentominós especiales cubren el tablero 


Coloca estos 12 pentominós especiales sobre el tablero de ajedrez 


de manera que quede totalmente recubierto a excepción del cua- 
drado central de 4 casillas. 


E 


PROBLEMA 23 


Los dominós y el tablero de ajedrez 


Coge un tablero de ajedrez y fabrícate 32 dominós de la medida de 
las casillas del tablero (es decir, un cuadrado del dominó debe coin- 
cidir en tamaño con un cuadrado del tablero). Con estos 32 domi- 
nós, ¿será posible recubrir el tablero de ajedrez? En caso de que 
sea posible, muestra la situación en la que deberemos colocar los 
dominós. En caso de que no sea posible, explica porqué. 


a 
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Nota: en la figura anterior aparece un pequeño tablero y 32 domi- 
nós del mismo tamaño (pintados de blanco y negro) que podrás fo- 
tocopiar para intentar resolver el problema. 


PROBLEMA 24 
Los dominós y el tablero roto 


Supón ahora que tenemos un tablero roto, como el que se ve en la 
siguiente figura, y 31 dominós del tamaño adecuado. ¿Crees que 
con estas 31 fichas será posible recubrir todo el tablero roto? En 
caso afirmativo, dibuja la situación en la que quedarán las 31 fi- 
chas. En caso contrario, explica por qué. 


PROBLEMA 25 
Triminós más 1 


Forma un tablero de ajedrez ordinario utilizando los siguientes tri- 
minós y el cuadrado sobrante. 


PROBLEMA 26 
El Teorema de Gomory 


Como hemos visto en el problema 23, si eliminamos 2 casillas del 
mismo color de un tablero de ajedrez, este no puede ser cubierto 
por 31 dominós. Pero el Teorema de Gomory (en honor a su des- 
cubridor, el matemático norteamericano de IBM Ralph Gomory) 
asegura que si eliminamos cualquier par de casillas de colores di- 
ferentes de un tablero de ajedrez, este podrá ser cubierto siempre 
por 31 dominós. Demuestra que este caso no es un contraejemplo 
del teorema recubriendo el tablero al que hemos eliminados las 2 
casillas que ves pintadas de negro. 


PROBLEMA 27 
Aumentado los pentominós 


Con 9 de los 12 pentominós se pueden crear figuras semejantes a 
los propios pentominós. Intenta formarlos: 


a) Con los pentominós U, X, Y, L, V, W, N, Il, T forma una réplica del 
pentominó F. 


b) Con los pentominós U, X, W, Z, PF, Il, N, V forma una réplica del 
pentominó T. 


c) Con los pentominós U, X, |, N, T, Y, F, Z, P forma una réplica del 
pentominó V. 
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d) Con los pentominós U, N, Z, F, X, L, Y, P, | forma una réplica del 
pentominó W. 


PROBLEMA 28 
Aumentado los pentominós ll 


a) Utilizando los pentominós U, W, Z, V, Y, PF, N, L forma una ré- 
plica del pentominó X. 


b) Utilizando los pentominós l, T, V, Y, X, W, F L, P forma una ré- 
plica del pentominó Z. 


c) Utilizando los pentominós |, P, X, Y, F, V, Z, T, L forma una répli- 
ca del pentominó U. 


d) Utilizando los pentominós L, N, T, Y, W, V, Z, X, U forma una ré- 
plica del pentominó P. 


PROBLEMA 29 
Aumentado los pentominós lll 


a) Con los pentominós V, L, N, F, T, W, Y, P U forma una réplica del 
pentominó |. 


b) Con los pentominós T, N, |, W, Z, F, V,X, U forma una réplica del 
pentominó L. 


c) Con los pentominós P, Z, W, F V, L, 1, Y, T forma una réplica del 
pentominó N. 


d) Con los pentominós U, X, L, P Z, W, N, Il, T forma una réplica del 
pentominó Y. 


PROBLEMA 30 
Los 4 hexaminós en la caja 


Guarda los 4 hexaminós en la siguiente caja sin romper ni defor- 
mar ninguno de los cuatro. 


Nota: evidentemente, las piezas no se pueden superponer. 


PROBLEMA 31 
Analizando los pentominós 


Antes de empezar, vamos a dar unas cuantas definiciones: 


a) Simetría rotacional: decimos que una figura geométrica tiene 
simetría rotacional si puede ser girada un ángulo determinado 
(menor que 3609) alrededor de un punto (centro de rotación) de 
manera que ocupe la misma posición que ocupaba de partida. 
Para que la definición quede más clara, aquí tienes un par de fi- 
guras, la primera tiene simetría rotacional pero la segunda no: 


e TU 


Figura 1 Figura 2 
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b) Simetría axial: la simetría axial o también llamada simetría es- 
pecular o bilateral es una transformación respecto a un eje de 
simetría que asocia a cada punto una imagen (otro punto P) que 
cumple las siguientes condiciones: 


1) La distancia entre el punto original (P) al eje de simetría coin- 
cide con la distancia que hay entre el mismo eje y la imagen 
del punto original (P”. 


2) El segmento que une un punto con su imagen es perpendi- 
cular al eje de simetría. 


Para que quede clara la definición, observa la siguiente figura 
que presenta simetría axial. 


c) Caja abierta: diremos que un pentominó puede formar una ca- 
ja abierta si puede ser plegado en el espacio de manera que for- 
me una caja cúbica sin tapa. Por ejemplo, el primer pentominó 
(F) que aparece en la siguiente figura puede ser plegado for- 
mando una caja abierta mientras que el segundo (l) no: 


Dicho todo esto, te proponemos que completes la siguiente tabla: 


Pieza Simetría Simetría Caja 
rotacional axial abierta 
No No Sí 
Sí Sí No 
No No Sí 


4 3leSS Ear re dy 
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2. LOS POLIHEXES, PRIMOS DE LOS POLIMINÓS 


En la línea de los poliminós, los polihexes son figuras geométricas pla- 
nas creadas a partir de 2 o más hexágonos de manera que todo he- 
xágono tenga, al menos, un lado en común con otro hexágono. 


Por ejemplo, hay una sola composición que reúna 2 hexágonos 
(dihexe) y solamente hay 3 formas de juntar tres hexágonos, es de- 
cir, hay 3 trihexes. Observa la siguiente figura: 


TRIHEXES 


DIHEXE 


PROBLEMA 1 
Los tetrahexes 


Siguiendo con lo explicado, ¿sabrías calcular cuántos tetrahexes 
hay? Dibújalos todos. Una vez los tengas, anímate a construirlos 
en una cartulina, ¡los necesitarás! 


PROBLEMA 2 
Los pentahexes 


¿Te atreves ahora a calcular y dibujar todos los pentahexes? Co- 
mo pista te digo que hay 22 pentahexes diferentes. 


Una vez los tengas, anímate a construirlos en una o varias cartuli- 
nas, ¡los necesitarás! 


Nota: una forma fácil, rápida y barata de construir los pentahexes 
(y todos los polihexes) es ir pegando tuercas como las siguientes: 


PROBLEMA 3 
Unas cuantas figuras con los tetrahexes 


Utilizando los 7 tetrahexes en cada caso, ¿serás capaz de rellenar 
los huecos blancos? 


PROBLEMA 4 
Figuras agujereadas 


Observa la siguiente figura creada a partir de los 7 tetrahexes. ¿Sa- 
brías colocar correctamente los tetrahexes para formarla? ¿Sabrías 
construir ahora una figura que tenga 6 agujeros? 
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PROBLEMA 5 
Cuatro figuras con los pentahexes 


Utilizando los 22 pentahexes, intenta formar las siguientes figuras. 


OMX 


Nota: dado que es bastante difícil formar las figuras, antes de ren- 
dirte pide a alguien que te ayude (mirando las soluciones, por ejem- 
plo) a colocar unas cuantas piezas y tú termina el trabajo. 


PROBLEMA 6 
Formando triángulos equiláteros con la misma pieza 


a) Utiliza 3 dihexes para formar un triángulo equilátero de 3 hexá- 
gonos de lado. 


b) Utiliza el siguiente tetrahexe tantas veces como sea necesario 
para formar un triángulo equilátero de 7 hexágonos de lado. 


c) Utiliza el siguiente pentahexe tantas veces como sea necesario 
para formar un triángulo equilátero de 5 hexágonos de lado. 


PROBLEMA 7 
Con 3 piezas iguales 


Cada una de las siguientes figuras ha sido formada utilizando 3 te- 
trahexes iguales (aunque para cada figura puede variar el tetrahe- 
xe utilizado). Descubre de qué tetrahexe se trata en cada caso y 
colócalos para formar la figura. 


3. LOS POLIAMANTES 


Como en el caso de los poliminós y los polihexes, los poliamantes 
serán figuras planas obtenidas mediante la unión de un número de- 
terminado de triángulos equiláteros (cumpliendo las mismas con- 
diciones: todo triángulo debe compartir al menos un lado con al- 
gún otro triángulo que forme la figura). 


En la siguiente figura puedes encontrar el único diamante y el úni- 
co triamante existentes: 


"AAA 


DIAMANTE TRIAMANTE 
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PROBLEMA 1 
Los tetramantes 


Una vez presentados los poliamantes y, en particular, los diaman- 
tes y los triamantes, ¿serías capaz de encontrar y dibujar todos los 
tetramantes existentes? 


Una vez los tengas, anímate a construirlos en cartulina, ¡los vas a 
necesitar! 


PROBLEMA 2 
Los pentamantes 


¿Sabrás encontrar todos los pentamantes? 


Anímate a construirlos en cartulina. 
PROBLEMA 3 
Los hexamantes 


¿Sabrás encontrar los 12 hexamantes diferentes que existen? 


Dibújalos en una cartulina y recórtalos, los vamos a utilizar. 
PROBLEMA 4 
Unas cuantas figuras aprovechando los hexamantes 


¿Sabrás situar adecuadamente los 12 hexamantes para formar las 
siguientes figuras? 


sy mm Te 


PROBLEMA 5 
Una estrella y un hexágono con algunos 
de los hexamantes 


a) Forma una estrella utilizando los siguientes hexamantes. 


1924 
a E al Am 


b) Forma un hexágono utilizando estos hexamantes. 


PROBLEMA 6 
Autorréplica de la esfinge 


Utiliza 4 hexamantes como el de la figura (que a partir de ahora lla- 
maremos esfinge) para formar otra figura semejante (en el sentido 
matemático de la palabra) al propio hexamante original. 
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PROBLEMA 7 
Autorréplica de la esfinge ll 


Como en el problema anterior, utilizando 9 hexamantes como el 
que aparece en el problema 6, construye una réplica semejante del 
mismo. 


PROBLEMA 8 
Autorréplica de la esfinge ll! 


Como en los dos problemas anteriores, utilizando 16 hexamantes 
como el que aparece en el problema 6, construye una réplica se- 
mejante del mismo. 


PROBLEMA 9 
Autorréplica IV 


Utilizando 4 triamantes como el que aparece en la figura, forma otra 
figura semejante (en el sentido matemático de la palabra) al propio 
triamante original. 


PROBLEMA 10 
Autorréplica V 


Utilizando 9 triamantes como el que aparece en la siguiente figura, 
forma otra figura semejante (como hemos hecho en los problemas 
anteriores) al triamante original. 


PROBLEMA 11 
30 pentamantes iguales forman un hexágono 


Utilizando 30 pentamantes como el que aparece en la figura, cons- 
truye un hexágono regular. 


PROBLEMA 12 
Jugando con la esfinge 


Utilizando cuatro esfinges (lee el problema 6 si todavía no lo has 
hecho), forma las siguientes figuras: 


ro 
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PROBLEMA 13 
Un último desafío 


Utilizando los 12 hexamantes, forma la siguiente figura: 


4. Y, PARA ACABAR CON LAS POLIFORMAS, 
LOS POLIABOLOS 


Como en los demás casos, los poliábolos son un tipo de poliforma 
obtenidos al unir triángulos rectángulos isósceles por uno de sus 
lados. En el siguiente par de figuras puedes ver que existe un so- 
lo monoábolo y tres diábolos. 


an NAsNs 


MONOÁBOLO DIÁBOLOS 


PROBLEMA 1 
Los triábolos 


Encuentra y dibuja todos los triábolos diferentes que existen. 


Nota: consideraremos iguales todas las configuraciones que, aun- 
que sean diferentes, conduzcan a la misma figura global. Por ejem- 
plo, consideraremos iguales los dos siguientes triábolos: 


PROBLEMA 2 
Los tetrábolos 


¿Sabrás dibujar los 14 tetrábolos diferentes que existen? 


Nota: te podría ir bien ampliar los 4 triábolos. 


PROBLEMA 3 
Tres rectángulos aprovechando los tetrábolos 


Intenta resolver las siguientes propuestas: 


a) Construir un rectángulo utilizando 6 de los 14 tetrábolos exis- 
tentes (los 6 tetrábolos deben ser diferentes). 


b) Construir un rectángulo utilizando 3 tetrábolos diferentes. 


c) Construir un rectángulo utilizando 4 tetrábolos diferentes. 


PROBLEMA 4 
Los 30 pentábolos 


¿Te atreverías a encontrar los 30 pentábolos diferentes que existen? 
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PROBLEMA 5 
Los tetrábolos y algunas figuras convexas 


Utilizando los 14 tetrábolos se pueden formar 8 figuras convexas 
diferentes como las que aparecen en las siguientes figuras. ¿Sa- 
brás colocar los tetrábolos que faltan hasta completarlas? 


APO 


PROBLEMA 6 


Los tetrábolos y algunas figuras convexas ll 


Completa las siguientes figuras utilizando en cada una de ellas los 
14 pentábolos: 


Ey 
de 


PROBLEMA 7 
Un par de figuras más aprovechando los tetrábolos 


Utilizando los 14 tetrábolos en cada caso, ¿serás capaz de com- 
poner alguna de las 2 siguientes figuras? 


.. 


PROBLEMA 8 
Los pentábolos se organizan 


Completa la siguiente figura con los pentábolos que faltan. 


Nota: si no tienes todos los pentábolos, en la solución del proble- 
ma 4 de este bloque los encontrarás. 
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11.3. OTROS PUZLES 


1. EL TEOREMA DE PITÁGORAS 


El Teorema de Pitágoras es uno de los teoremas matemáticos más 
conocidos y estudiados. Ha sido tan estudiado, que existen muchí- 
simas demostraciones diferentes: mediante triángulos semejantes, la 
de Euclides, la de Garfield, mediante ecuaciones diferenciales... No- 
sotros nos centraremos en las demostraciones geométricas divi- 
diendo el área de los 2 cuadrados dibujados sobre los catetos de 
manera que puedan situarse completamente sobre el cuadrado di- 
bujado sobre la hipotenusa. 


A modo de curiosidad, solamente nos queda decir un par de co- 
sas: 1) existe un libro que recoge unas 365 demostraciones del teo- 
rema: The Pythagorean Proposition, escrito por Elisha S. Loomis; 
2) la demostración de Garfield se debe al vigésimo presidente de 
Estados Unidos, James Abram Garfield (1831-1881). 


PROBLEMA 1 
Demostración | (de Perigal) 


Dibuja un triángulo rectángulo cualquiera y un cuadrado sobre cada 
uno de sus catetos y su hipotenusa. Una vez lo tengas, busca el pun- 
to medio del cuadrado mediano. Desde este punto medio, traza una 
recta paralela a la hipotenusa y una recta perpendicular a la misma. 
Si lo has hecho bien tendrás el cuadrado mediano dividido en 4 pie- 
zas (piezas B, C, D y E en la figura). Si recortas las 4 piezas y el cua- 


drado menor verás que, con un poco de maña, encajan perfectamente 
sobre el cuadrado dibujado sobre la hipotenusa. 


En la siguiente figura encontrarás la construcción que deberías ha- 
ber obtenido. Te dejamos a ti que recortes las piezas y las intentes 
encajar en el cuadrado mayor: 


Nota: se llama demostración de Perigal en honor a su creador, el 
inglés Henry Perigal que, en 1830, demostró de esta elegante for- 
ma el Teorema de Pitágoras. 


PROBLEMA 2 
Demostración ll 


Como en los demás casos, partimos de un triángulo rectángulo 
cualquiera sobre el que dibujamos un cuadrado sobre los 2 cate- 
tos y la hipotenusa. Esta vez colocaremos los 2 cuadrados hechos 
sobre los catetos uno al lado del otro, situando el mayor a la ¡z- 
quierda. A su vez, dibujaremos el triángulo rectángulo en el cua- 
drado mayor, haciendo coincidir el cateto mayor con uno de los la- 
dos del cuadrado. Una vez tengamos la construcción, dividiremos 
los cuadrados como se puede ver en la siguiente figura: 
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Si recortas las piezas A, B, C, D y E podrás montar un cuadrado de 
lado c. 


PROBLEMA 3 
Demostración lll (de Liu Hui) 


La siguiente demostración se debe al matemático chino Liu Hui que 
vivió durante el reinado de Wei. 


Copia la siguiente figura, recorta las piezas A, B, C,D,E,FyGe 
intenta colocarlas sobre el cuadrado dibujado sobre la hipotenusa 
de manera que encajen perfectamente. 


Nota: la pieza G es un triángulo rectángulo idéntico al de partida. 


PROBLEMA 4 
Demostración IV 


Fíjate en cómo han sido divididos los cuadrados hechos sobre los 
catetos del triángulo rectángulo e intenta colocar las piezas sobre 
el cuadrado dibujado sobre la hipotenusa. 


ÁS 
Y 


Demostración V (de Paul Mahlo) 


Reorganiza las piezas A, B, C, D y E sobre el cuadrado dibujado 
sobre la hipotenusa. 


Nota: esta demostración se debe al matemático alemán Paul Mal- 
ho (1883-1971), quien la presentó en 1908. 


ye 
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2. CORTANDO CRUCES 


Hay infinidad de puzles geométricos que se basan en el corte de 
una oO varias cruces (latinas, griegas o de cualquier otra forma). A 
continuación recogeremos unos cuantos. 


PROBLEMA 1 
La cruz partida 


Con las piezas que forman la siguiente cruz, forma las figuras que 
aparecen en negro: 


E»! 


PROBLEMA 2 
Cuatro piezas iguales 


Utilizando las 4 piezas que aparecen en la siguiente figura, forma 
una cruz griega. 


DODD 


PROBLEMA 3 
Una cruz difícil 


Las ocho piezas que aparecen en blanco se pueden superponer exac- 
tamente sobre la cruz que aparece en negro. ¿Sabrás hacerlo? 


Nota: atención, el problema no es nada fácil. 


SS 


UPS 


El 


PROBLEMA 4 
Partiendo la cruz 


Divide la siguiente cruz en 4 partes de manera que con ellas se pue- 
da formar un cuadrado. ¿Y si las partes no pueden ser iguales? 
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PROBLEMA 5 
Una cruz latina y otro cuadrado 


Con las siguientes piezas se puede formar una cruz latina o un cua- 
drado. ¿Sabrás montarlos? 


PROBLEMA 6 


Otra cruz latina 


Con las piezas que aparecen en la siguiente figura, consigue mon- 
tar una cruz latina. 


ye 


PROBLEMA 7 
De una cruz a un rectángulo 


Divide la siguiente cruz en 3 partes de manera que podamos for- 
mar un rectángulo con ellas. 


PROBLEMA 8 
De una cruz a un triángulo isósceles 


Recoloca las 4 piezas que forman la siguiente cruz para formar un 
triángulo isósceles. 


YA 


/ 


PROBLEMA 9 
De triángulo equilátero a cruz griega 


Con las piezas que forman el siguiente triángulo equilátero, consi- 
gue montar la cruz griega que aparece a su lado. 
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Nota: al coincidir en tamaño, las piezas encajan perfectamente so- 
bre la cruz latina, por lo que podrás ir haciendo pruebas. 


PROBLEMA 10 
El hexágono también se convierte en cruz 


Con las piezas que forman el hexágono regular, consigue formar una 


cruz griega. Las piezas son del tamaño exacto para que las puedas 
ir situando sobre la cruz hasta que consigas resolver el puzle. 


PROBLEMA 11 


De griega a latina 


Con las piezas que forman la siguiente cruz griega, forma una cruz 
latina. 


PROBLEMA 12 
De cruz latina a rectángulo áureo 


Convierte la siguiente cruz latina en un rectángulo áureo. 


PROBLEMA 13 


Poliminós y cruces 
a) Utilizando 4 pentominós iguales, consigue formar una cruz griega. 


b) Utilizando 4 pentominós iguales y 2 triminós, forma una cruz la- 
tina. 


PROBLEMA 14 
6 piezas y una cruz griega 


Utilizando las 6 piezas siguientes, forma una cruz griega. 


UA 
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3. DISECCIONES. 
EL TEOREMA DE BOLYAI-GERWIEN 


En geometría, el Teorema de Bolyai-Gerwien asegura que si 2 polí- 
gonos tienen la misma superficie, uno de los dos puede ser cortado 
en un número finito de piezas poligonales que, una vez recompues- 
tas (por translación o rotación), forman el segundo polígono. En los 
siguientes puzles podremos comprobarlo con algunos casos par- 
ticulares. 


PROBLEMA 1 
La cuadratura del triángulo 


Convierte el siguiente triángulo equilátero en un cuadrado. 


1 4 


PROBLEMA 2 
De triángulo a pentágono 


Recoloca las piezas del triángulo equilátero para obtener un pen- 
tágono regular. 


¿0 


PROBLEMA 3 
De triángulo a hexágono 


Recoloca las piezas que forman el triángulo equilátero para obte- 
ner un hexágono regular. 


¿0 


PROBLEMA 4 
De cuadrado a estrella 


Convierte el siguiente cuadrado en una estrella de 6 puntas. 


A 
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PROBLEMA 5 
La cuadratura del hexágono 


Convierte el siguiente hexágono en un cuadrado. 


y E 


PROBLEMA 6 
La cuadratura del octógono 


Convierte el siguiente octógono en un cuadrado. 


MM 


PROBLEMA 7 
El octógono estrella 


Convierte el siguiente octógono en una estrella. 


PROBLEMA 8 


Un hexágono de oro 


Convierte el siguiente hexágono en un rectángulo áureo. 
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4. CAJÓN DESASTRE 


Y a partir de aquí encontrarás todo tipo de puzles sin relación en- 
tre ellos, aunque no menos interesantes. ¡Espero que te gusten! 
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PROBLEMA 1 
Las 8 tarjetas 


Coloca las 8 tarjetas que aparecen en la siguiente imagen una so- 
bre otra de manera que, al haberlas colocado todas, queden como 
aparece en la figura de la izquierda. 


PROBLEMA 2 
Las 8 tarjetas Il 


Resuelve el mismo problema que te planteábamos en el anterior 
desafío formando, esta vez, la siguiente composición: 


PROBLEMA 3 
2 jinetes y 2 caballos 


¿Te ves capacitado para montar un puzle de 3 piezas? Ahora lo po- 
drás comprobar. Recorta las 3 piezas que aparecen en la siguien- 
te figura y recolócalas de manera que los 2 jinetes aparezcan so- 
bre los 2 caballos. 


Nota: el puzle no tiene truco. Cuando lo tengas, deberán verse los 
dos caballos cabalgando con sus respectivos jinetes. No hagas 
trampas como, por ejemplo, ensillar a los jinetes cabeza abajo o 
aguantando el puzle con la mano. Te aseguro que el puzle tiene una 
solución que cumple con el enunciado sin trampas ni cosas extra- 
ñas, aunque te puede llevar más de 20 minutos encontrarla. Este 
puzle es una adaptación de uno famoso y antiguo. Dibujo de Mi- 
quel Capó Caules. 


PROBLEMA 4 
En 4 partes iguales 


Divide la cuadrícula en 4 partes iguales con las que se pueda for- 
mar la segunda figura. 


y 


| 


| 


— 


| 

| | 
dl 
| 


| 
| 
| 
| 


79 


PROBLEMA 5 
Veinte triángulos rectángulos forman un cuadrado 


Con 20 triángulos rectángulos como el de la figura (en el que un 
cateto mide el doble que el otro), consigue formar un cuadrado. 


PROBLEMA 6 
Nueve cuadrados y una cadena cerrada 


Coloca las 9 piezas siguientes formando un cuadrado de 3x3 de 
manera que obtengamos una única cadena cerrada. 


ba 
E 
del 


adria 
Ia 


PROBLEMA 7 
El puzle de la T 


Consigue formar la letra T con las siguientes piezas. 
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PROBLEMA 8 
Ordena los hexágonos 


Coloca los 6 hexágonos numerados, que aparecen en la primera 
figura, formando una torre (segunda figura) de manera que 2 he- 
xágonos que compartan lado coincidan en su numeración. Por 
ejemplo, en la tercera figura aparece una situación incorrecta, ya 
que los dos hexágonos inferiores comparten un lado pero su nu- 
meración no coincide. 


PROBLEMA 9 
Una pieza inútil 


Con 5 de las 6 piezas siguientes se puede formar un tablero de 6x6 
casillas. Descubre cuál es la pieza inútil e intenta reconstruir el ta- 
blero con las 5 restantes. 
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Ez 


PROBLEMA 10 
Recomponiendo un pequeño tablero 


Recompón las 4 piezas para que, juntas, formen el tablero que pue- 


des ver a la izquierda. 


PROBLEMA 11 
¡A por el cuadrado! 


Consigue montar un cuadrado utilizando las 5 piezas siguientes. 


PROBLEMA 12 
Un cuadrado menor 


Utiliza solamente 4 de las 5 piezas del problema anterior para for- 
mar otro cuadrado. 


PROBLEMA 13 
Ahora, ¡a por el rectángulo! 


Forma un rectángulo con las 7 piezas que puedes ver en la si- 


guiente figura. 


PROBLEMA 14 


Un cuadrado más 


Forma un cuadrado con las cinco piezas que puedes ver a conti- 


ralá 
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PROBLEMA 15 
Otras figuras 


Utilizando las piezas del problema 13, consigue formar: 


a) Una cruz griega. 

b) Un triángulo rectángulo. 
c) Un rectángulo. 

d) Un paralelogramo. 


PROBLEMA 16 
Las 8 fichas 


Coloca las 6 fichas que aparecen en la primera figura siguiendo el 
esquema que aparece en la figura 2 y de manera que los números 
de 2 cuadrados adyacentes siempre coincidan. Por ejemplo, en la 
tercera figura hay un par de fichas mal colocadas, ya que aparecen 
un par de cuadrados adyacentes con números no coincidentes. 


Figura 2 


Figura 3 


PROBLEMA 17 
Montando unas cuantas figuras 


Utilizando las 10 piezas que aparecen en la siguiente imagen, mon- 
ta las figuras que están pintadas de negro. 


Nota: cada una de las figuras negras precisa del uso de las 10 pie- 
zas blancas. 


PROBLEMA 18 
Recomponiendo la H 


Utilizando las 6 piezas blancas, forma una letra H como la que pue- 
des ver en negro. 
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PROBLEMA 19 
Dos cruces = 1 cuadrado 


Recorta las 2 cruces y con las 4 partes que te queden monta un 


cuadrado. 


PROBLEMA 20 
Una T y otras figuras 


Con las 4 piezas que aparecen en la Figura 1, forma las tres figu- 
ras que aparecen debajo (Figura 2). 


ÍA 


Figura 1 


RIA 


Figura 2 


86 


PROBLEMA 21 
Recomponiendo la letra E 


Coloca las siguientes piezas de manera que formen una letra E. 


PROBLEMA 22 
Puzle de frutas 


Coloca las siguientes piezas formando un cuadrado de 5x5 frutas 
de manera que en cada fila y cada columna aparezcan las 5 frutas. 


Nota: no es necesario que todas las frutas aparezcan colocadas 
verticalmente. 
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PROBLEMA 23 
Recomponiendo el tablero 


Con las siguientes piezas, consigue recomponer un tablero de aje- 
drez ordinario. 


PROBLEMA 24 
El megatablero 


Consigue formar un solo tablero de ajedrez combinando todos es- 
tos tableros. Antes de empezar, te convendrá calcular cuántas ca- 


sillas tendrá el tablero resultante. 


PROBLEMA 25 
Una cadena cerrada sobre el tablero 


Utilizando las 8 piezas que aparecen en la figura, forma un tablero 
en el que surja una cadena cerrada. Puedes girar las piezas a tu 
gusto. 


Nota: como pista te digo que al tener la cadena cerrada, su reco- 
rrido resulta simétrico respecto a los ejes vertical y horizontal que 
dividen el tablero en dos partes iguales. 


PROBLEMA 26 
El puzle de la M 


Coloca las siguientes piezas adecuadamente para que formen una 
letra M. 


IS 
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PROBLEMA 27 
En la caja 


Coloca las 5 piezas que aparecen en la siguiente figura dentro de 
la caja sin doblar ni romper ninguna de ellas. 


dá 


Nota: evidentemente, las piezas no se pueden superponer. 


PROBLEMA 28 
6 cuadrados = 1 rectángulo 


Consigue formar un rectángulo utilizando los 6 cuadrados que apa- 
recen en la siguiente figura: 


SL 


PROBLEMA 29 
9 cuadrados = 1 rectángulo 


Forma un único rectángulo utilizando los 9 cuadrados siguientes. 


Del 
AA 


Ordena las 8 tarjetas en una sola fila de manera que lo que apare- 
ce en ellas resulte ser cierto para cada una de las tarjetas. 


PROBLEMA 30 
Tarjetas en orden 


LA ANTERIOR LAS DOS DE LAS 3 

LA ANTERIOR ES DEL MISMO SIGUIENTES SIGUIENTES, 2 

ES BLANCA COLOR QUE LA SON DEL SON BLANCAS 
SIGUIENTE MISMO COLOR Y 1ES GRIS 

LAS DOS LAS DOS si pa 

SIGUIENTES SON LA ANTERIOR 

Eo al SIGUIENTES DIFERENTE 
id SON GRISES COLOR QUE 

LA SIGUIENTE 
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PROBLEMA 31 
El problema de Langford 


El problema de Langford se denomina así en honor a su descubri- 
dor, el matemático escocés C. Dudley Langford, que viendo jugar 
a su hijo con cubos de colores, observó cómo había distribuido 6 
cubos (2 de los cuales eran rojos, otros 2 azules y otros 2 amari- 
llos) en línea recta de tal forma que los 2 cubos rojos estaban se- 
parados por 1 cubo, los 2 azules por 2 cubos y los 2 amarillos por 
3 cubos. 


Nosotros te proponemos que, al igual que hizo en su momento el 
hijo de Langford, ordenes los siguientes 6 cubos en una línea rec- 
ta de manera que entre los 2 cubos marcados con el número 1 ha- 
ya exactamente 1 cubo, entre los 2 cubos marcados con el núme- 
ro 2 haya exactamente 2 cubos y entre los 2 marcados con el 
número 3 haya 3. 


000505 


PROBLEMA 32 
El problema de Langford ll 


Haz lo mismo que se plantea en el problema anterior con los si- 
guientes 8 cubos: 


Nota: tanto en este caso como en el anterior la solución es única. 
¿Sabrás encontrarla? 


PROBLEMA 33 
El problema de Langford ll! 


El siguiente problema es un poco más complicado y solamente es 
apto para los más atrevidos. Si estás dispuesto a pensar durante 
un buen rato, sigue leyendo. 


Se puede demostrar que el problema de Langford con 10 y 12 ca- 
jas no tiene solución, pero con 14 cajas tiene 26 soluciones dife- 
rentes. ¿Sabrás encontrar una de las 26 soluciones? 


PROBLEMA 34 
La disección de Kelland 


La disección de Kelland consiste en dividir un ghomon formado por 
3 cuadrados idénticos en 6 piezas que pueden ser recompuestas 
para formar un único cuadrado. ¿Sabrás recolocar las 6 piezas de 
la figura de manera que formen dicho cuadrado? 
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Nota: esta disección fue publicada por primera vez en 1855 por 
Philip Kelland, un matemático británico que vivió entre los años 
1808 y 1879. Henry Perigal también utilizó una disección muy pa- 
recida a ésta en el año 1891. 


En geometría, un gnomon es la figura plana obtenida al eliminar a par- 
tir de uno de los vértices de un paralelogramo otro semejante a este. 


PROBLEMA 35 
Los cuadrados de MacMahon 


Como bien sabes, 1 cuadrado al que dibujemos sus dos diagonales 
queda dividido en 4 triángulos rectángulos (observa la Figura 1). Si 
suponemos ahora que solamente tenemos tres colores con los que 
colorear los triángulos (blanco, negro y gris), podremos colorear los 
cuadrados de varias formas (en la Figura 2 aparecen 3 de estas for- 
mas). De hecho, utilizando 3 colores hay exactamente 24 formas di- 
ferentes de colorearlos. ¿Sabrás encontrarlas todas? 


Nota: te hemos dibujado 24 cuadrados para que puedas hacer tus 
pruebas. 


7.4 


Figura 1 Figura 2 


HILL 
AIDA 
ALI 
XIX 


Problema para los más atrevidos: si solamente disponemos de 
un color existe únicamente una forma de pintar un cuadrado de 
MacMahon. Con 2 colores existen 6 formas. ¿Sabrías encontrar 
una fórmula que nos dé el número de maneras que tenemos de co- 
lorear un cuadrado de MacMahon utilizando n colores diferentes? 


PROBLEMA 36 
Los cuadrados de MacMahon ll 


Las 24 piezas obtenidas en el problema anterior (revísalo si toda- 
vía no lo has hecho) pueden colocarse formando un rectángulo de 
6x4 piezas de manera que el borde exterior de dicho rectángulo 
sea totalmente negro y de forma que 2 cuadrados adyacentes por 
un lado coincidan en el color de dicho lado. ¿Sabrás colocar las 
piezas cumpliendo las anteriores condiciones? 


Pista: en la siguiente figura te hemos colocado 4 fichas para que 
entiendas cómo deben colocarse. 


PROBLEMA 37 
Los triángulos de MacMahon 


Siguiendo la idea de los dos problemas anteriores, los triángulos 
equiláteros que se ven en la figura pueden pintarse de 24 formas 
diferentes si se disponen de 4 colores (negro, gris, gris claro y blan- 
co, por ejemplo). ¿Sabrás pintarlos? 
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Nota: aquí tienes los 24 triángulos para que hagas tus pruebas. 


AAAMA 


AMAAAARAAANA 
AAAAA AAAA 


PROBLEMA 38 
Los triángulos de MacMahon || 


De forma parecida al problema 36, los 24 triángulos de MacMahon 
pueden colocarse de forma adecuada de manera que formen un 
hexágono con todo su borde exterior negro y de manera que cual- 
quier par de triángulos que compartan lado compartan también co- 
lor. ¿Sabrás completar el hexágono con los triángulos de MacMa- 
hon que todavía faltan por colocar? 


Nota: si no sabes cuáles son las 24 piezas de MacMahon, en el 
problema 37 se plantea su obtención. Si lo que quieres es intentar 
completar el hexágono sin tener que encontrar las 24 piezas, en el 
apartado de soluciones o pistas las encontrarás todas. 


PROBLEMA 38 
Los triángulos de MacMahon lll 


Con las mismas 24 piezas que utilizábamos en el problema ante- 
rior, podrás completar el siguiente paralelogramo de forma que su 
borde exterior sea totalmente negro. ¿Sabrás hacerlo? 


PROBLEMA 39 
Cuadrando la letra E 


Recoloca las 4 piezas que forman la siguiente letra E para que for- 
men un cuadrado. 
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PROBLEMA 40 
La flecha cuadrada 


Con las cinco piezas que forman el cuadrado que aparece en la si- 
guiente figura, haz una flecha como la que aparece a su lado. 


PROBLEMA 41 
La flecha cuadrada ll 


En este problema aprovecharemos un poco el trabajo hecho en el 
anterior para hacerte calcular un poco. Si suponemos que el cua- 
drado original que aparecía en el problema 40 mide 1 unidad, cal- 
cula el área y el perímetro de cada una de las 5 piezas. 


Notas: a) Si tienes el nivel matemático suficiente, calcula lo que te 
pedimos utilizando fracciones y raíces cuadradas en lugar de nú- 
meros decimales. 


b) Ten en cuenta que las piezas que aparecen han sido dibujadas 
a partir de una cuadrícula de 3x3 casillas como la que puedes ver 


en la siguiente figura: 


El 
28 


PROBLEMA 42 
El puzle de la K 


Con las siguientes 5 piezas, se puede formar la letra K. ¿Sabrás 
hacerlo? 


y< 


PROBLEMA 43 
Recomponiendo el tablero ll 


¿Sabrás montar un tablero de ajedrez ordinario utilizando las 11 


piezas siguientes? 


dd 
is 
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Nunca son los hombres más ingeniosos que en la invención 
de los juegos... Sería deseable que se hiciese un curso ente- 
ro de juegos, tratados matemáticamente. 


Leibniz 


2 


SOLUCIONES 


2.1, TANGRAMS 


1. EL TANGRAM DE 7 PIEZAS 


PROBLEMA 2 


Midiendo las piezas 


b) Si suponemos que el cuadrado del 
que salen las 7 figuras mide 4 cm, es- 
tá claro que cada uno de los cuadra- 
dos menores que forman la cuadrí- 
cula de 16x16 casillas mide 1 cm. En 
este caso, la diagonal de cada casi- 
lla de 1x1 cm, mide 4/2 cm. Si llama- 
mos a cada pieza como se puede ver 
en la figura, sin mucha dificultad, po- 
demos rellenar la siguiente tabla: 


LN 


Pieza Perímetro Área 
AyB 4+44/2 cm 4 cm 
CyD 2+2/2 cm 1 cm 
- 4/2 cm 2 cm? 
F 4+24/2 cm 2 cm? 
G 4+2/2 cm 2 cm? 
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Nota: razonando sobre la figura cuadriculada no es necesario efec- 
tuar demasiados cálculos. 


c) y d) En la siguiente tabla aparecen todos los resultados pedidos: 


. ee Tanto Tanto por Tanto 
Pieza Fracción : : 
por uno ciento por mil 
AyB 1/4 0,25 25 250 
CyD 1/16 0,0625 6,25 62,5 
E 1/8 0,125 12,5 125 
F 1/8 0,125 12,5 125 
G 1/8 0,125 12,5 125 


e) Aquí podrás encontrar las medidas de cada pieza en función de 
una de las piezas del conjunto: 


Pieza En función En función En función 
deAyB deCyD deE,FyG 
AyB 1 4 2 
CyD 1/4 1 1/2 
E 1/2 2 1 
F 1/2 2 1 
G 1/2 2 1 


f) Sila diagonal principal del cuadrado del que se sacan las 7 pie- 
zas mide una unidad, utilizando el Teorema de Pitágoras obte- 


nemos que el lado del cuadrado original mide y2 u. Por tanto, 


el área y el perímetro de cada una de las piezas será: 


Pieza Perímetro Área 
2 8 

CyD 1 yJ2 1 
a 32 

E 1 1 
16 

F 1 /2 E 
2 16 

G 1 e 1 
2 16 


g) Solamente tienen algún eje de simetría los triángulos y el cua- 
drado. Todos los triángulos son semejantes y, por tanto, basta- 
rá dibujar el eje de uno de ellos: 


Ú 
PIEZAS 
A,B,C,DYE 


h) Todos los triángulos son rectángulos e isósceles. Por tanto, los 
ángulos de los triángulos son 45", 45* y 90”. Evidentemente, 


los 4 ángulos del cuadrado valen 90". Los ángulos del parale- 
logramo valen 135" y 45". 
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PROBLEMA 3 
Coloreando las piezas 


Si consideramos todas las piezas distinguibles, es decir, diferen- 
tes, tendremos 2 colores posibles para la pieza A, 2 para la pieza 
B, 2 para la C y así hasta llegar a la pieza G. Por tanto, con 2 colo- 
res y 7 piezas diferentes, tenemos 2 -2-2-2-2-2-2=2"=128 
formas diferentes de colorearlas. Si disponemos de tres colores 
distintos, tendremos 3” = 2.187 formas de pintarlas. Igualmente, 
con 4 colores tendremos 4” = 16.384 formas y con 5, 5” = 78.125 
maneras diferentes. 


Pregunta para los más valientes: si tenemos exactamente 7 co- 
lores, pero consideramos las piezas iguales indistinguibles, podre- 
mos pintar la pieza A de 7 colores diferentes, quedarán 6 para la 
B, 5 para la C y así sucesivamente hasta que solamente quede un 
color para pintar la pieza G. Es decir, tendremos P, = 7! = 5.040 for- 
mas diferentes de pintar las piezas. Pero, por ejemplo, si pintamos 
de rojo un triángulo grande y de verde el otro o de verde uno y de 
rojo el otro, deberemos contar esta coloración como única. Por tan- 
to, dado que hay dos pares de piezas idénticas, deberemos dividir 
el resultado anterior entre 2 - 2, es decir, tendremos 5.040/4 = 1.260 
formas diferentes de pintar el tangram. 


PROBLEMA 4 
Demostración de un caso particular 
del Teorema de Pitágoras 


En la siguiente figura puedes ver cómo todas las piezas que com- 
ponen el cuadrado formado sobre la hipotenusa pueden ser reco- 
locadas sobre los dos cuadrados construidos sobre los catetos: 


yo 
2%, 


PROBLEMA 5 
El Teorema de Pick 


En la siguiente tabla encontrarás el número de puntos interiores y 
en la frontera además de la correspondiente superficie de cada pie- 
za. Puedes comprobar que coincide con los resultados obtenidos 
en los problemas anteriores: 


Pieza Puntos en Puntos en Fórmula de Pick. 
el interior el borde A =1+B/2-1 
AyB 1 8 1+8/2-1=4 
CyD 0 4 0+4/2-1=1 
E 1 4 1+4/2-1=2 
F 0 6 0+6/2-1=2 
G 0 6 0+6/2-1=2 
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PROBLEMA 6 
¡A montar figuras! 


Aquí tienes las figuras con las 7 piezas en su sitio: 


EL 
ALÍ 


La paradoja del tangram 


Los dos cuerpos no son exactamente iguales. Observa cómo se 


ha creado cada figura: 


Si no te has cansado de pensar, comprueba que la diferencia en- 
tre las superficies de los cuerpos (sin contar brazo, cabeza y som- 
brero) equivale a la superficie del pie. También puedes estudiar cuál 
de las dos figuras tiene mayor perímetro. 
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Y si todavía quieres más, intenta resolver las tres siguientes para- 
dojas: 


PROBLEMA 8 
El logotipo del Día Mundial de la Salud 


PROBLEMA 9 
¡A montar figuras! Il 


<A RA 
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PROBLEMA 10 
Las estanterías tangram 


Aquí tienes las estanterías, son originales, ¿no? 


Aquí tienes unas cuantas estanterías más fabricadas a partir de las 
7 piezas del tangram: 


Estas estanterías están patentadas por Daniele Lago (puedes visi- 
tar su página web si te han interesado; la encontrarás al final de es- 
te apartado). 


PROBLEMA 12 
Un tangram doble 
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PROBLEMA 13 
Los 13 convexos 


ha L Su 


AR DS A 


Para saber más 


Existe muchísima información acerca del 
tangram (y en especial acerca del tan- 
gram de 7 piezas). Las siguientes refe- 
rencias son solamente una muestra. 


Página de Wikipedia: <http://es.wikipedia.org/wiki/Tangram>. 


Aplicaciones Java para jugar al tangram de 7 piezas desde tu or- 
denador: 


<http://www.psicoactiva.com/juegos/tangram/jg_tangram.htm>. 


<http://teams.lacoe.edu/documentation/classrooms/amy/num- 
ber/5-6/activities/tangrams/tangrams.html>. 


Estanterías tangram: <http://www.decoluxe.net/tag/daniele-lago/>. 


Completo artículo de Floreal Gracia Alcaine del Cep. de Castellón 
«El taller del tangram»: 


<http://www.ua.es/personal/SEMCV/Actas/lllJornadas/paf/Part63.PDF>. 
Otras referencias: 


<http://www.juntadeandalucia.es/averroes/¡esarroyo/matemati- 
cas/taller/juegos/tangram/tangram.htm>. 


<http://www.arrakis.es/-mcj/tangram.htm>. 
<http://tangrams.ca/inner/tanhist.htm>. 


Teorema de Pick 
<http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pick>. 
<http://tiopetrus.blogia.com/2005/022501-el-teorema-de-pick.php>. 


Artículo del Taller de Talento Matemático: El Teorema de Pick de Al- 
berto Elduque. <http://www.unizar.es/ttm/2006-07/Pick.paf>. 


Y para los valientes: El teorema de Pick. Pascual Jara y Ceferino 
Ruiz. Estalmat-Andalucía: <http://www.ugr.es/-anillos/textos/paf/ 
2008/pick.paf>. 


2. EL TANGRAM MÍNIMO DE BRÚGNER 


PROBLEMA 2 
Triángulos semejantes 


Los 3 triángulos son semejantes porque tienen los 3 ángulos iguales. 


PROBLEMA 3 
Para los más valientes 


AB 
a) —=y0 =1,27 
e Jo 


ay DAR 1 
b) BCA= arctan/b = 51,83; BAC = o 00,119 


c CE 915 1618 
EA 2 


d) Si suponemos que BC = 1, tenemos que AB = ./9; por tanto, 


el área del triángulo mayor mide: vo 
2 


El perímetro de dicho triángulo mide: 1+ Jo + y1+0 


Si calculamos las razones de proporcionalidad entre los triángulos, 
podremos calcular el perímetro y el área de las otras 2 piezas. 
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La razón entre el triángulo mayor y el mediano es 
Dd 


NITO. Por 
Jo 


tanto, el perímetro del triángulo mediano es: 


O 


Jo o 


Y su superficie vale: 2%. 
2 1+0 


La razón entre el mediano y el pequeño es JO. Por tanto, el 


al | VD+D, 1 9+/0 Hives 
erímetro vale: | === , = . Y el área 
dl v41+0 Jo Jo -/1+0 


Jo o 1 Jo 


2 140 0 2+20 


PROBLEMA 4 
Los 16 convexos 


Aquí tienes las 16 figuras convexas diferentes que se pueden cons- 
truir con las 3 piezas del tangram de Brúguer; para ti queda des- 
cubrir cómo se forman: 


Para saber más 


En los dos siguientes artículos encontra- 
rás más información acerca del tangram 
de Brúgner: 


«Un tangram dorado». Carlos Cortínez y Fernando Casto G. Re- 
vista Unión de Marzo de 2008, número 13, páginas 19-22. 


«Un rectángulo casi de oro». Inés Másquez Rodríguez. Revista 
Unión de Marzo de 2008, número 13, páginas 61-74. 


En la siguiente página encontrarás una aplicación Flash con la que 
podrás jugar con el tangram desde tu ordenador sin necesidad de 
construirlo: 


<http://www.juegotangram.com.ar/tipostangram/BrugnerOnlin.htm>. 
En la siguiente página encontrarás un poco más de información: 
<http://de.wikipedia.org/wiki/Drei-Dreiecke-Tangram>. 

También puedes darle un vistazo al libro: 


El gancho matemático. Actividades recreativas para el aula. Rafael 
Bracho López. Editorial Port-Royal. 


3. EL TANGRAM DEL HUEVO 


PROBLEMA 2 
El área y el perímetro de las piezas 


a) Calcularemos primero las superficies 


Indicaremos por A, el área de la pieza i. 


10-10 
2 


Es fácil comprobar que A, = A, = =50 cm? 


Para calcular el área de las piezas 1, 2 y 7 necesitaremos conocer 
la distancia BC, que obtendremos de restar DC (hipotenusa del 
triángulo COD) a DB: 


BC=20-410? +10? =20- /200 = 20-104/2 
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Al ser 1 y 2 sectores circulares de radio BC y ángulo 45" tenemos: 


[20-102] 


A,=4A, E 


El área de la pieza 7 es el área de un triángulo rectángulo isósce- 
les de catetos BC. Por tanto: 


(201042 l _ 60040042 
2 o 2 


= 300 - 20042 = 17,16 cm? 


Para hallar 8 y 9, calcularemos el área del semicírculo de centro O 
y radio Ol, le restaremos A, y dividiremos el resultado entre 2: 


A,=A,= ES (300 20012) - 69,96 cm? 


Para averiguar Az y A,, calcularemos el área de un sector circular 
de centro G y radio DG (20 cm) con un ángulo de 45* y le tendre- 
mos que restar el área de A, y As: 


2 
A,=A,=% = -2-50=507 100 =57,08 cm? 


b) Pasemos ahora a calcular los perímetros 
Indicaremos por P; el perímetro de cada pieza: 


El perímetro de las piezas 1 y 2 está formado por dos longitudes 
BC y la longitud de un arco de circunferencia de centro C y radio 
BC que abarca 45". 


Así: 


20-10/2] 
8 


P=P, co feria =2 20-102) [11032 cm 


El perímetro de las piezas 5 y 6 es el de un triángulo rectángulo 
isósceles de catetos de 10 cm. Por tanto: 


P.=P, =10+10+1042 = 34,14 cm 


Las piezas 8 y 9 están formadas por tres lados de longitud BC y un 
arco de circunferencia de centro O, radio 10 cm y ángulo 90”. Con- 
siderando esto, tenemos: 


27-10 


P, =P, =3-[20-1042)+ = 33,28 cm 


La pieza 7 es un triángulo rectángulo isósceles de catetos de lon- 
gitud BC. En consecuencia: 


p, =2-(20-10/2)+/2[20-10/2) =(20-10/2).[2+./2 ]=20 cm 


Finalmente, las piezas P, y P, están formadas por la hipotenusa de 
la pieza P,, un lado de longitud BC y un arco de circunferencia cen- 
trado en G, de radio 20 cm y 45". Así: 


P, =P, =10/2+20-10/2+ 22 - 20457 =35,71 em 


PROBLEMA 3 
¡A montar figuras! 


Aquí tienes las soluciones: 
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Si quieres seguir pensando, puedes intentarlo con las siguientes: 


¿uhrvy 


4. EL TANGRAM DEL CORAZÓN 


PROBLEMA 2 
Calculando el área y el perímetro de cada pieza 


Nombraremos cada pieza según el número que le hemos otorga- 
do en el enunciado. 


Áreas 
Si el cuadrado tiene un lado de 5 cm, su área será de 25 cm?. 


Los sectores circulares de 90* (piezas 1, 2 y 3) tienen un área ¡igual 
a un cuarto de círculo de 5 cm de radio. Por tanto: 


TR m5 27» 
= = = cm 
Ara 4 4 4 


El área de los sectores circulares de 45” (piezas 4 y 5) será igual a 
la mitad del área de los sectores de 90": 


25 
4 257 
CIA 


El área del trapecio rectángulo (pieza 7) vendrá dada por la siguiente 
expresión: 


2 


_(B+b)a (10+5)-5_75 a 
2 2 2 


El área del triángulo rectángulo (pieza 9) no tiene ninguna dificultad 
de cálculo: 


Finalmente, para calcular el área del paralelogramo (pieza 8), debe- 
remos calcular primero su altura. Aplicando el Teorema de Pitágo- 


5/2 
ras podemos comprobar que la altura del paralelogramo vale —— 


mientras que su base vale el doble. En resumen, el área del para- 
lelogramo es de 25 cm?. 


Perímetros 
El perímetro del cuadrado es, evidentemente, 20 cm. 


El perímetro de los segmentos circulares de 90* (piezas 1, 2 y 3) 
vendrá dado por la siguiente expresión: 


_21R ST 


P de ds 


123 A 


El perímetro de los segmentos circulares de 45% vendrá dado por 
la siguiente expresión, muy parecida a la anterior: 


P _27R 


45 = E +2R=E+100m 


Aplicando el Teorema de Pitágoras podemos comprobar que el pe- 
rímetro del paralelogramo (pieza 8) viene dado por: 


P, =10+10/2 =10/1+/2) cm 


El perímetro del trapecio rectángulo (pieza 7) viene dado por la si- 
guiente expresión: 


P, =20+5v/2 cm 
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Y, finalmente, tenemos que el perímetro del triángulo rectángulo 
viene dado por: 


P, =10+5/2 =5(2++/2) cm 


PROBLEMA 3 
Un tangram doble 


Recuerda que si dos figuras geométricas son semejantes con una 
razón de semejanza k, la razón entre los perímetros también es k, 
pero la razón entre las áreas es k? y, si fuera el caso, la razón entre 
los volúmenes es k?. 


Nota: este hecho explica por qué no puede existir un monstruo co- 
mo King Kong, ya que a medida que a un gorila le vamos aumen- 
tando su tamaño, la sección de sus huesos aumenta siguiendo el 
cuadrado de la razón, pero su peso aumenta en función del cubo 
de la razón y, por tanto, sus huesos no aguantarían su peso. 


En resumen, los perímetros de las piezas de tu amigo serán dobles 
que los tuyos, pero sus áreas se verán multiplicadas por 4. Es de- 
cir, tendrá unas piezas con el doble de perímetro pero con 4 veces 
el área de las tuyas. 


PROBLEMA 4 
¡A montar figuras! 


PROBLEMA 5 
Area y perímetro de las figuras anteriores 


El área será siempre la misma, la suma de las áreas de las piezas 
que forman el tangram, en este caso: 


25 
8 


A PL 
2 2 


9 
A=V A =A,+A,+..+4, 342. 
¡=1 
= 257 +100=25(1 +4)cm? 


El caso de los perímetros es diferente. Los perímetros de las dos 
figuras vienen dados por: 


P, =10- (x+2)cm y P,=10 + (71 + 3) cm 


PROBLEMA 7 
¡A montar figuras! Il 


RS dé SN 
Se Y 
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5. EL STOMACHION 


PROBLEMA 2 
Otros cuadrados 


Aquí tienes 3 de las 536 soluciones al problema: 


LAA 


PROBLEMA 3 
Area y perímetro de cada pieza 


Utilizando el Teorema de Pitágoras y descomponiendo las piezas 
no triangulares en triángulos, podemos llegar a calcular, sin dema- 
siados problemas, el área y el perímetro de cada pieza. 


Antes de empezar, numeraremos las piezas para saber a cuál nos 
estamos refiriendo en todo momento: 


N 


AOS 
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Aquí tienes los resultados: 


P,=12++/104++/8 = 25,026 cm A, 2-12 cm? 


P, = (104 ++/8 +/80 = 21,97 cm A, =12 cm? 
P, =3+4/20+4/17 =116 cm  A,=6 cm? 
P,=6+v/17+4/5=12,36cm A, =3 cm? 
P.=6+4/32++/20 =16,13 cm A, =12 cm? 
P,=/20+6++4/8 =13,3cm  A,=6cm? 
P.=V/5+/8+12+3=20,6cm  A,=21cmY 
P, =6+4/20+4/8 =13,3cm  A,=6 cm? 
P,=6+48+/5+4/45 =17,77 cm A, =12 cm? 
P,=6+4+4/45+/13=20,31c0m A, =24 cm? 
P,=2+4/13+3=8,61cm  A,=3 cm? 
P,=6+3+4/45 =15,710cm A, =9 cm? 

P., =/5+4/32 ++/45 =14,6 cm A,¿ =6 cm 
P,=6+vV20+4/32 =16,13 cm A, =12 cm? 


PROBLEMA 5 
¿Qué fracción? 


Para calcular la fracción que ocupa cada pieza sobre el cuadrado 
original, bastará dividir cada una de las superficies entre 144 (su- 
perficie total). Hecho así, obtenemos los siguientes resultados: 


— Para las piezas de 3 u”: 1/48 — Para la pieza de 21 u*: 7/48 
— Para las piezas de 6 u”: 1/24 — Para la pieza de 24 u*: 1/6 
— Para las piezas de 9 u?: 1/16 

— Para las piezas de 12 u? : 1/12 
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Si sumamos todas las fracciones obtenemos, evidentemente, la 
unidad: 


PROBLEMA 6 
Para los alumnos de Bachillerato 


Propuesta de solución: crea, utilizando, por ejemplo, el programa 
informático Geogebra, la cuadrícula con las piezas. Una vez la ten- 
gas creada podrás calcular, sin ningún problema, el área, el perí- 
metro y los ángulos de todas las piezas. 


PROBLEMA 7 
De cuadrado a otros polígonos 


Ur <> 


Si no te has cansado de pensar también puedes intentar montar 
un rombo o un triángulo rectángulo escaleno. 


PROBLEMA 8 
El famoso elefante 


PROBLEMA 9 
¡A montar figuras! 


AS 


PROBLEMA 10 
Una variante un poco más sencilla del Stomachion 


a) Aquí tienes 3 de las muchas formas de construir un cuadrado 
combinando las piezas del stomachion modificado: 


VUE 
MEA Y 


b) Aquí tienes la situación en la que debes colocar las 11 piezas 
para formar las figuras que aparecían en el enunciado: 
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Para saber más: 


«Stomachion. El cuadrado de Arquíme- 
des». Grupo Alquerque de Sevilla. Revis- 
ta SUMA, número 50 (2005). Páginas de 
79 a 84. (Si lo buscas, lo encontrarás en paf en la red.) También es- 
tá en Divulgamat: 


<http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Recursosinternet/Juegos/Sto- 
machion.asp>. 


El código de Arquímedes. Reviel Netz y William Noel. Editorial Te- 
mas de Hoy. 


Referenciado en la Wikipedia: <http://en.wikipedia.org/wiki/Osto- 
machion>. 


Otras referencias: <http://mathworld.wolfram.com/Stomachion.html>. 
Stomachion modificado: 
<http://www.logelium.de/Stomachion/StomachionPuzzel_EN.htm>. 


Fórmula de Herón 
<http://es.wikipedia.org/wiki/FY%C3%B3rmula_de_Her%C3%B3n>. 


2.2, POLIFORMAS 


1. LOS POLIMINÓS 


PROBLEMA 1 


Solamente existe 1 dominó, 2 triminós y 5 tetraminós, aquí los tienes: 


> Br Blade 


DOMINÓ TRIMINÓS TETRAMINÓS 


Nota: si eres amante del juego tetris seguramente los tetraminós 
te habrán sonado. En el caso de no considerar iguales los tetrami- 
nós por reflexión, existen 7 tetraminós diferentes. ¿Sabrás encon- 
trarlos? 


PROBLEMA 2 
Los pentominós 


Aquí tienes los 12 pentominós que existen; como verás en la figu- 
ra, a cada pentominó se le asocia una letra debido a su parecido 
(ligero en algunos casos) con dicha letra. 
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PULP 
LoS SA 


Si no te has cansado de pensar, puedes intentar encontrar los 18 
pentominós que existen si suponemos que las piezas no son igua- 
les por reflexión (bastará que añadas 6 a los ya obtenidos). 


PROBLEMA 3 
Los hexaminós (para los más valientes) 


Aquí los tienes todos. ¿Los habías encontrado? 


¡TPPFPRRBFEE 


IPP a 
e a A 


Si no consideramos iguales 2 piezas por reflexión hay 60 hexami- 
nós en lugar de 35. Si eres muy atrevido puedes intentar encon- 
trarlos. Fíjate en que basta con que vayas observando cada hexa- 
minó y dibujes el otro, que se obtendría si eliminamos la igualdad 
por reflexión. 


Como curiosidad, en la siguiente tabla encontrarás el número de 
poliminós según su dimensión, pero tranquilo, ¡no te voy a pedir 


que busques todos los heptaminós! 


Número Número 
Nombre (iguales (diferentes 
por reflexión) por reflexión) 

Dominó 1 1 

Triminó 2 2 
Tetraminó 9 7 
Pentominó 12 18 
Hexaminó 35 60 
Heptaminó 108 196 
Octominó 369 704 
Nonominó 1.285 2.500 
Decaminó 4.655 9.189 


PROBLEMA 4 


Areas y perímetros de los pentominós 


Es evidente que los 12 pentominós tienen la misma superficie al 
estar formados todos por 5 cuadrados. Los perímetros no son to- 
dos iguales, 11 de los 12 pentominós miden 12 unidades y 1 (el 
pentominó al que hemos llamado P) mide solamente 10 unidades 
de perímetro. Por tanto, podemos deducir que si dos figuras geo- 
métricas tienen la misma superficie, no necesariamente tendrán el 


mismo perímetro. 
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PROBLEMA 5 
Los hexaminós forman un cubo 


Solamente 11 de los 35 hexaminós pueden formar un cubo, son 
estos: 


¿LP 


PROBLEMA 6 
Los pentominós forman un rectángulo 


PROBLEMA 7 
Los pentominós forman muchos rectángulos 


A E rar 


10x6 12x5 15x4 


Ciconia 


20x3 
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PROBLEMA 8 
Unos cuantos cuadrados 


el A A 
A a e 0 


PROBLEMA 9 
aci 


LE TAE 


PROBLEMA 10 
Fácil 11 
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PROBLEMA 11 
Otras figuras 


FEB 


EEATIENEN 


App 


PROBLEMA 13 
Y ahora, ¡el ZOO pentomínico! 


Pra 
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PROBLEMA 14 
Encerrando la máxima superficie con los tetraminós 


Aquí tienes una disposición de las piezas que encierra una super- 
ficie de 29 unidades: 


Si todavía no te has cansado de pensar, intenta encontrar una ca- 
dena como las anteriores, pero utilizando los 7 tetraminós existen- 
tes cuando no los consideramos iguales por reflexión. 


También puedes intentar encontrar la máxima superficie encerra- 
da por los 12 pentominós. Yo tengo noticias de una solución que 
abarca 188 cuadrados. 


PROBLEMA 15 
El pi-puzle 


"A 


F 
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PROBLEMA 16 
Del 1 al 5 en cada fila y cada columna 


PROBLEMA 17 
Autorréplica 


PROBLEMA 18 
Autorréplica 11 


PROBLEMA 19 
Autorréplica 111 


PROBLEMA 20 
¿Forman un rectángulo los tetraminós? 


En cada uno de los dos rectángulos posibles habría 10 cuadrados 
grises y 10 blancos pero los 5 tetraminós tienen 11 cuadrados gri- 
ses y 9 blancos. Por tanto, será imposible construir ningún rectán- 
gulo coloquemos como coloquemos las piezas. 


PROBLEMA 21 
Los tetraminós superpuestos forman un cuadrado 
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PROBLEMA 22 
Unos pentominós especiales cubren el tablero 


PROBLEMA 23 
Los dominós y el tablero de ajedrez 


El problema es muy fácil, aquí tienes una posible solución: 


PROBLEMA 24 
Los dominós y el tablero roto 


Lo que se pide es imposible, veamos por qué. Cada dominó tapa 
una casilla blanca y otra gris del tablero. Por tanto, 31 dominós ta- 
parán 31 casillas blancas y 31 casillas grises, pero eso es imposi- 
ble, ya que el tablero roto tiene 30 casillas blancas y 32 casillas gri- 
ses. Por tanto, un tablero de ajedrez al que le falten las dos esquinas 
del mismo color será imposible de recubrir con 31 dominós. 
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PROBLEMA 25 
Triminós más 1 


PROBLEMA 26 
El Teorema de Gomory 


En la siguiente figura verás una solución general que sirve para cual- 
quier par de casillas eliminadas. Después hemos particularizado 
esta solución a nuestro problema. El método de la izquierda es 
siempre útil, ya que al eliminar un par de casillas de diferente color 
quedarán 2 colas (o una si las dos casillas son adyacentes) con un 
número par de casillas que podremos recubrir con los dominós su- 
ficientes. Como hemos dicho en el apartado de enunciados, de- 
bemos este método al matemático Ralph Gomory. 


JE HE 
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PROBLEMA 27 
Aumentado los pentominós 


fl ER E, 
E la Aa 


PROBLEMA 28 
Aumentado los pentominós ll 


mn. E 
ci E a 


PROBLEMA 29 
Aumentado los pentominós lll 


141 


PROBLEMA 30 
Los 4 hexaminós en la caja 


PROBLEMA 31 
Analizando los pentominós 


Pi Simetría Simetría Caja 
Sea rotacional axial abierta 
q No No SÍ 
E Sí Sí No 
ql No No Sí 
SS No No Sí 
y No No No 
“Er No Si Si 
pu] No Sí No 
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<http://es.wikipedia.org/wiki/Pentamin%C3%B3>. 
Aplicación Java para que puedas jugar desde tu ordenador: 


<http://www.isftic.mepsyd.es/w3/e0s/MaterialesEducativos/mem20 
01/descartespuzzle/puzzledescartes/puzzlematicas/poliminos/me- 
nu.html>. 


<http://www.math.clemson.edu/-simms/java/pentominoes/>. 
Otra páginas: <http://www.acorral.es/mosapoli.htm>. 


«Los pentominós y la superficie». Modesto Arrieta. Revista Sigma. 
Abril de 2003. Artículo que también encontrarás en: 
<http://www.hezkuntza.ejgv.euskadi.net/r43-573/es/contenidos/in- 
formacion/dia6_sigma/es_sigma/adjuntos/sigma_22/4_Los_Pen- 
tominos.paf>. 


2. LOS POLIHEXES, PRIMOS DE LOS POLIMINÓS 


PROBLEMA 1 
Los tetrahexes 


Hay 7 tetrahexes, son los siguientes: 


Si no te has cansado de pensar, puedes dibujar los 10 tetrahexes 
que existirían si no considerásemos iguales las piezas por reflexión 
(bastará que añadas a los 7 encontrados los que se obtendrían por 
reflexión y que no coincidan con el dado). 


PROBLEMA 2 
Los pentahexes 


Aquí tienes los 22 pentahexes, ¿los habías encontrado todos? 
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5000 ¿70 RO y 


Si no te has cansado de pensar puedes intentar encontrar los 33 
pentahexes existentes si no consideramos iguales 2 piezas por re- 
flexión (bastará que repases todas las piezas y dibujes la pieza ob- 
tenida por reflexión si no coincide con la original). 


Nota: en la siguiente tabla encontrarás el número de polihexes que 
existen de cada tipo si los consideramos iguales por rotación y re- 
flexión o si no lo hacemos: 


Hexágonos N? N? (dif. por 
por pieza (= por reflexión) reflexión) 
2 1 1 

3 3 
4 7 10 
5 22 33 
6 82 147 
333 620 
1.448 2.821 
9 6.572 12.942 
10 30.490 60.639 


PROBLEMA 3 
Unas cuantas figuras con los tetrehexes 


ED 2 e 


PROBLEMA 4 
Figuras agujereadas 


PROBLEMA 5 


Cuatro figuras con los pentahexes 
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PROBLEMA 6 
Formando triángulos equiláteros con la misma pieza 


LAR 


PROBLEMA 7 
Con 3 piezas iguales 


Para saber más 


En las siguientes páginas encontrarás 
mucha más información: 


<http://en.wikipedia.org/wiki/Polyhex_(mathematics)>. 
<http://mathworld.wolfram.com/Polyhex.html>. 
<http://www.stetson.edu/-efriedma/mathmagic/0303.html>. 
<http://www.mathematische-basteleien.de/polyhexes.htm>. 


3. LOS POLIAMANTES 


PROBLEMA 1 
Los tetramantes 


Solamente existen 3 tetramantes, son estos: 


OP AA 


PROBLEMA 2 
Los pentamantes 


Solamente hay 4 pentamantes diferentes, son estos: 


PROBLEMA 3 
Los hexamantes 


Aquí los tienes: 


23270 XX 555 ra 00 
SH OR ERA 


Nota: existen 24 heptamantes, 66 octamantes y 160 nonamantes. 
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Y si no consideramos iguales 2 poliamantes por reflexión, obtene- 
mos 1 triamante, 4 tetramantes, 6 pentamantes, 19 hexamantes, y 
43 heptamantes. Si no te has cansado de pensar, puedes intentar 
dibujar los 19 hexamantes partiendo de los 12 obtenidos en este 
problema. 


PROBLEMA 4 
Unas cuantas figuras aprovechando los hexamantes 


PROBLEMA 5 
Una estrella y un hexágono con algunos 
de los hexamantes 


PROBLEMA 6 


Autorréplica de la esfinge 


La 
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PROBLEMA 7 
Autorréplica de la esfinge ll 


PROBLEMA 8 


Autorréplica de la esfinge lll 


Li 


vAY 
AYN 


MEAN 


PROBLEMA 9 
Autorréplica IV 


PROBLEMA 10 
Autorréplica V 


147 
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PROBLEMA 11 
30 pentamantes iguales forman un hexágono 


PROBLEMA 12 
Jugando con la esfinge 


a 


PROBLEMA 13 
Un último desafío 


A 


EN 


le: 
E 


Para saber más 


<http://en.wikipedia.org/wiki/Polyiamond>. 


<http://mathworld.wolfram.com/Polyia- 
mond.html>. 


<http://www.acorral.es/mosapoli.htm>. 


<http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Recursosinternet/Juegos/He- 
xamantes.asp>. 


En la siguiente página encontrarás muchas actividades para realizar 
con los hexamantes, muchas de ellas interactivas: <http://www. 
xtec.cat/-¡jareno/>. 


4. Y, PARA ACABAR CON LAS POLIFORMAS, 
LOS POLIABOLOS 


PROBLEMA 1 
Los triábolos 


Solamente existen 4 triábolos diferentes, son los siguientes: 
PROBLEMA 2 


Los tetrábolos 
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MA 3 
Tres rectángulos aprovechando los tetrábolos 


PA 


Los 30 pemlalos 


IVNAY JAIOVA 
“abr Vr A A A a 
[(eANw tr Adm y 


OBLEMA 5 
Los tetrábolos y algunas figuras convexas 


LR, AR) 
E ES 


PROBLEMA 6 
Los tetrábolos y algunas figuras convexas ll 


E YD 


PROBLEMA 7 
Un par de figuras más aprovechando los tetrábolos 


<> E 


PROBLEMA 8 
Los pentábolos se organizan 


151 


152 


2.5, OTROS PUZLES 


1. EL TEOREMA DE PITÁGORAS 


PROBLEMA 1 
Demostración | (de Perigal) 


En la siguiente figura verás cómo las 5 piezas recubren perfecta- 
mente al cuadrado hecho sobre la hipotenusa. 


a 
El». 


PROBLEMA 2 
Demostración ll 


Aquí tienes las piezas recolocadas para formar un cuadrado de la- 
doc: 


PROBLEMA 3 
Demostración lll (de Liu Hui) 


AN 
VNS 
EA 


PROBLEMA 4 
Demostración IV 


Aquí tienes las 8 piezas colocadas: 


PROBLEMA 5 
Demostración V (de Paul Mahlo) 
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Para saber más 
Artículos acerca del Teorema de Pitágoras: 


<http://¡wilson.coe.uga.edu/EMT668/ 
emt668.student.folders/HeadAngela/es- 
say1/Pythagorean.html>. 


<http://mathworld.wolfram.com/PythagoreanTheorem.html>. 


<http://www.takayaiwamoto.com/Pythagorean_Theorem/Pythago- 
rean_Theorem.html>. 


<http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_PitYC3%A1goras>. 


<http://divulgamat.ehu.es/weborriak/RecursosInternet/Juegos/Rom 
pecabezas.asp>. 


En la siguiente página encontrarás 80 demostraciones diferentes 
del Teorema de Pitágoras: <http://www.cut-the-knot.org/pythago- 
ras/index.shtml>. 


Demostraciones de Perigal: 
<http://plus.maths.org/issue16/features/perigal/>. 
<http://www.youtube.com/watch?v = GJMNM3bTElg>. 


Demostraciones a partir de disecciones y utilizando el programa 
Cabri: 


<http://roble.pntic.mec.es/jarran2/cabriweb/1triangulos/teorema- 
pitagoras.htm>. 


2. CORTANDO CRUCES 


PROBLEMA 1 
La cruz partida 


PROBLEMA 2 
Cuatro piezas iguales 


PROBLEMA 3 
Una cruz difícil 
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PROBLEMA 4 
Partiendo la cruz 


Si las partes pueden ser iguales, las piezas que aparecen en el pro- 


blema 2 resolverían el ejercicio: 


Si las partes no pueden ser iguales, tenemos esta opción: 


Y 
va 


¡Te dejo a ti montar el cuadrado! 


PROBLEMA 5 
Una cruz latina y otro cuadrado 


PROBLEMA 6 
Otra cruz latina 


PROBLEMA 7 


De una cruz a un rectángulo 


Estas son las 3 piezas. Te dejo a ti montar el rectángulo: 


2 


De una cruz a un triángulo isósceles 


A 


PROBLEMA 8 
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PROBLEMA 9 
De triángulo equilátero a cruz griega 


PROBLEMA 10 
El hexágono también se convierte en cruz 


PROBLEMA 11 
De griega a latina 


vox 
? 
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PROBLEMA 12 
De cruz latina a rectángulo áureo 


NA 


PROBLEMA 13 
Poliminós y cruces 


Como puedes ver en la siguiente figura, las dos cruces se cons- 
truyen de forma muy parecida. 


PROBLEMA 14 


6 piezas y una cruz griega 


ra 
Le 
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3. DISECCIONES. 
EL TEOREMA DE BOLYAI-GERWIEN 


PROBLEMA 1 
La cuadratura del triángulo 


y 
“AY 


PROBLEMA 2 
De triángulo a pentágono 


ab 


PROBLEMA 3 
De triángulo a hexágono 


Q 
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PROBLEMA 4 
De cuadrado a estrella 


Ny 


La cuadratura del hexágono 


dl 


La cuadratura del octógono 


PROBLEMA 6 


yal 
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PROBLEMA 7 
El octógono estrella 


eS 


Un hexágono de oro 


DA 


4. CAJÓN DESASTRE 


PROBLEMA 1 
Las 8 tarjetas 


El orden en que debes colocarlas (empezando por la que está más 
abajo) es el siguiente: C, E, B,F,H, G,DyA. 


PROBLEMA 2 
Las 8 tarjetas ll 


El orden en que debes colocarlas (empezando por la que está más 
abajo) es el siguiente: C, E, D, FB, G,A y H. 


PROBLEMA 3 
2 jinetes y 2 caballos 


PROBLEMA 4 
En 4 partes iguales 
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PROBLEMA 5 
20 triángulos rectángulos forman un cuadrado 


PROBLEMA 6 
9 cuadrados y una cadena cerrada 


PROBLEMA 7 
El puzle de la T 


A 


PROBLEMA 8 
Ordena los hexágonos 


PROBLEMA 9 
Una pieza inútil 


El tablero es de 6x6 = 36 casillas. Por tanto, habrá 18 casillas ne- 
gras y 18 blancas. Todas las piezas tienen el mismo número de ca- 
sillas blancas y negras. La única pieza que no mantiene esta pro- 
porción es la que aparece en la siguiente figura; por tanto, esta es 
la que tendrá que ser eliminada. En la figura también puedes ver 
cómo montar el tablero. 


HP 
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PROBLEMA 10 
Recomponiendo un pequeño tablero 


PROBLEMA 11 
¡A por el cuadrado! 


A 


PROBLEMA 12 
Un cuadrado menor 


PROBLEMA 13 
Ahora, ¡a por el rectángulo! 


PROBLEMA 14 


Un cuadrado más 


PROBLEMA 15 
Otras figuras 
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PROBLEMA 16 
Las 8 fichas 


PROBLEMA 17 
Montando unas cuantas figuras 


PROBLEMA 18 


Recomponiendo la H 


EN 
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PROBLEMA 19 
Dos cruces = 1 cuadrado 


PROBLEMA 20 


Una T y otras figuras 


PROBLEMA 21 


Recomponiendo la letra E 


É 


169 
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PROBLEMA 22 
Puzle de frutas 


PROBLEMA 23 
Recomponiendo el tablero 


PROBLEMA 24 
El megatablero 


PROBLEMA 25 
Una cadena cerrada sobre el tablero 


PROBLEMA 26 
El puzle de la M 


PROBLEMA 27 
En la caja 
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PROBLEMA 28 
6 cuadrados = 1 rectángulo 


PROBLEMA 29 
9 cuadrados = 1 rectángulo 


PROBLEMA 30 
Tarjetas en orden 


1) DELAS 3 2) LAS DOS 3) LA ANTERIOR 4) LAS DOS 
SIGUIENTES, 2 | | SIGUIENTES SON | ES DEL MISMO SIGUIENTES 
SON BLANCAS Y1 | DEDISTINTO COLOR QUE LA SON 
ES GRIS COLOR SIGUIENTE GRISES 
6) LAS DOS 7) LA ANTERIOR 
S)LAANTERIOR | SIGUIENTES SON | |ES DE DIFERENTE oía 
ES ANTERIOR ES 
ch DEL MISMO COLOR QUE LA rn 
COLOR SIGUIENTE 


PROBLEMA 31 
El problema de Langford 


La solución que había encontrado su hijo era única, aquí la tienes: 


0050506 


PROBLEMA 32 
El problema de Langford ll 


Aquí tienes la única solución existente: 


PROBLEMA 33 
El problema de Langford ll! 


Aquí tienes una de las 26 soluciones existentes: 
- SE ME YY AE Y ES EY A EEN E TE AS 
afelifslol7leaelolsialola|7 


PROBLEMA 34 
La disección de Kelland 


173 
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PROBLEMA 35 
Los cuadrados de MacMahon 


Nota: estos cuadrados se llaman cuadrados de MacMahon en ho- 
nor a su inventor, el matemático británico Percy Alexander Mac- 
Mahon (1854-1929). 


AMA» 49h 


PROBLEMA 36 
Los cuadrados de MacMahon ll 


Y Vr 
— 


PROBLEMA 37 
Los triángulos de MacMahon 


AMMMA 


ALAMAA 
ALALA EVVYY 


PROBLEMA 38 
Los triángulos de MacMahon || 


PROBLEMA 38 
Los triángulos de MacMahon lll 


175 


PROBLEMA 39 
Cuadrando la letra E 


PROBLEMA 40 
La flecha cuadrada 


S 


PROBLEMA 41 
La flecha cuadrada ll 


Para saber en todo momento de qué pieza hablamos, las nombra- 
remos como aparece en la siguiente figura: 


176 


Área 


Pieza Perímetro 
4 1 
A =u 2 
3 9” 
4 5 
B —+y2u —u? 
3 Y 18 
C a 2u ne 
3 9 
D La 2u e 
3 18 
E 2,22 2 
3 3 9 
PROBLEMA 42 
El puzle de la K 
PROBLEMA 43 


Recomponiendo el tablero ll 


177 


5 


PIEZAS 


Aquí tienes, en tamaño grande, todas las piezas que vas a necesi- 
tar para montar los puzles. Solamente tendrás que fotocopiarlas y 
recortarlas. 


Tangram de 7 piezas 


181 


Tangram mínimo de Brúgner 


182 


Caso particular de la demostración del Teorema 
de Pitágoras para el tangram 


183 


Stomachion 


188 


Poliminós 


a BA 


DOMINÓ TRIMINÓS 
TETRAMINÓS 
Pentominós 


509 


dE 


PE 


La esfinge 


Disección de Perigal 


193 


Otra demostración 


Demostración de Liu Hui 


S 


194 


Una cruz latina y otro cuadrado 


di 


Otra cruz latina 


ye 


197 


De una cruz a un triángulo isósceles 


pol 


De triángulo equilátero a cruz griega 


198 


El hexágono también se convierte en cruz 


e 


De griega a latina 


A 


199 


200 


De cruz latina a rectángulo áureo 


-, MN 


6 piezas y una cruz griega 


E IÓ 


AMIA 


La cuadratura del triángulo 


2. 


De triángulo a pentágono 


¿0 


201 


202 


De triángulo a hexágono 


pa 


De cuadrado a estrella 


El 


La cuadratura del hexágono 


y E 


La cuadratura del octógono 


MM 


203 


El octógono estrella 


DR 


Un hexágono de oro 


9 


204 


9 cuadrados y una cadena cerrada 


sl 
An 
Dl a 


El puzle de la T 


205 


Recomponiendo un pequeño tablero 


A por el cuadrado 


¿el 
y A 


207 


208 


Ahora, ¡a por el rectángulo! 


HA 


HA. 41 
YA 


Un cuadrado más 


Las 8 fichas 


Montando unas cuantas figuras 


209 


Recomponiendo la H 


Dos cruces = 1 cuadrado 


AAA Y 


210 


Una T y otras figuras 


Recomponiendo la letra E 


211 


Una caden rada sobre el tabler 


Es [po EE 
e 
A, ns 


El puzle de la M 


ALA 
ps 


Los 4 hexaminós en la caja 


TI 
77 


En la caja 


didtán 


215 


216 


Tarjetas en orden 


LA ANTERIOR LAS DOS DE LAS 3 
LA ANTERIOR ES DEL MISMO SIGUIENTES SIGUIENTES, 2 
ES BLANCA COLOR QUE LA SON DEL SON BLANCAS 
SIGUIENTE MISMO COLOR Y 1 ES GRIS 
LASDOS LasDoS | | ES0E 
SIGUIENTES SON LA ANTERIOR 
DE DISTINTO ES BLANCA SIGUIENTES DIFERENTE 
COLOR SON GRISES COLOR QUE 
LA SIGUIENTE 


Los cuadrados de MacMahon 


MA 
mA AA 
AM M4 A 
PALPAR 


tar qiy a) 
RIRS ATAR 
exo N/Kvo 


2 jinetes y 2 caballos 


